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RESUMO

Investigar as caracteristicas dindmicas em lajes de piso tem-se tornado muito importante uma vez
que estruturas modernas, devido a evolucgéo da resisténcia mecénica do aco e do concreto, tém sido
construidas mais leves e com vaos livres maiores, e consequentemente mais suscetiveis ao
fendmeno de vibragdo. Sendo assim, conhecer alguns pardmetros de vibragdo, como por exemplo
frequéncias naturais e fatores amortecimentos, na fase de projeto, pode evitar problemas futuros de
vibragOes. Esta pesquisa visa a estudar o comportamento dindmico de dois tipos de lajes:
nervuradas e pré-moldadas com vigotas trelicadas. Inicialmente sdo realizados ensaios
experimentais através do método de impacto de calcanhares com utilizacdo de acelerémetro e
dispositivo de celular para obtencédo das frequéncias naturais para o primeiro modo normal e fatores
de amortecimento por meio de dois métodos explicitados na revisdo de literatura. As respostas em
termos de aceleracdo sdo passadas em filtro de frequéncia para avaliacdo das vantagens da
utilizacdo de filtros na obtencdo das frequéncias e amortecimentos. Também sdo levantados 0s
parametros modais de frequéncia natural e modos de vibracdo por meio de formulas analiticas e
pela modelagem numérico-computacional utilizando software de elementos finitos. Os resultados
experimentais mostram que a utilizacdo de celulares é uma alternativa simples e econdmica para a
obtencdo dos pardmetros de frequéncia e amortecimento em lajes. Os fatores de amortecimento
podem ser previstos através dos dois métodos apresentados, no entanto o método do decremento
logaritmico é a melhor alternativa quando utilizam-se ensaios ndo instrumentados. Os filtros de
frequéncia foram indispensaveis para a avaliacdo do amortecimento das estruturas. Quanto aos
resultados analiticos, as formulacbes para placas ortotropicas apresentam valores conservativos
com boas aproximacgoes para a obtencdo das frequéncias naturais, embora a suposicao de placas
isotropicas possa ser utilizada para uma estimativa inicial desse pardmetro. O modelo numérico-
computacional que utiliza elementos de casca para a representacdo da geometria das lajes trouxe
resultados aproximados aos valores experimentais, principalmente para as lajes nervuradas. De
uma maneira geral, € possivel afirmar que as frequéncias fundamentais para lajes nervuradas com
comportamento bidirecional possuem grande relacdo com o véo livre menor, e uma equacao
simplificada para estimativa desse pardmetro pode ser definida.

Palavras chaves: frequéncia natural, amortecimento, lajes nervuradas, lajes pré-moldadas
trelicadas.



ABSTRACT

Investigating the dynamic characteristics of slabs has become very important since modern
structures, due to the evolution of the mechanical strength of steel and concrete, have been built
lighter with longer open spans, and consequently more susceptible to the phenomena of vibration.
Therefore, knowing some parameters of vibration, such as natural frequencies and damping, in the
design phase, can avoid vibrations problems in the future. This research aims to study the dynamic
behavior of two types concrete slabs: waffle slabs and precast ribbed slabs. Initially, experimental
tests were performed using the heel impact method using accelerometer and cell phone to obtain
the fundamental frequencies and damping coefficients through two methods explained in the
literature review. The acceleration responses are passed in a low-pass filter to evaluate the
advantages of using filters in obtaining frequencies and damping. In addition, the modal parameters
of natural frequency and vibration modes are computed using analytical formulas and computer
modeling by finite element software. Experimental results show that the use of cell phones is a
simple and economical alternative to obtain frequency and damping parameters in slabs. The
damping factors can be predicted through the two methods presented, however the logarithmic
decrement method is the best alternative when using non-instrumented tests, and the frequency
filters were indispensable for the evaluation of the damping of the structures. Regarding the
analytical results, analytical formulations for orthotropic plates have conservative values with good
prediction to the natural frequencies, although the assumption of isotropic plates can be used for
an initial estimation of this parameter. The computer modeling using shell elements to represent
the slab geometry has shown approximate results to the experimental values, mainly for the waffle
slabs. In general, it is possible to affirm that the fundamental frequencies two-way waffle slabs
have substantial relation with the shorter span, and a simplified equation for estimating this
parameter can be defined.

Keywords: natural frequency, damping, waffle slabs, precast ribbed slabs.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideragdes Iniciais

Nos ultimos anos o setor da construcdo civil vem passando por grandes transformacoes,
reinventando a paisagem e a forma com que os seres humanos sdo capazes de edifica-la. As
inovagdes estdo relacionadas principalmente com aspectos arquitetdnicos e estruturais cada vez
mais arrojados, desafiando constantemente o conhecimento e experiéncia dos projetistas. Estas
mudancas acontecem também no desenvolvimento da ciéncia dos materiais, no melhoramento
continuo de suas propriedades mecanicas, na utilizacdo de novos materiais, evolucdo e
aprimoramento das técnicas construtivas, e medidas que incluem novos modelos de processos
como principais estratégias para atingir prazos e metas com maior sustentabilidade nos projetos.

A alta competitividade no mercado obriga as empresas a buscarem por vantagens
competitivas através de sistemas estruturais mais eficientes e de rapida execugéo, proporcionando
ambientes confortaveis e configuracbes estruturais que permitam melhor aproveitamento dos
espacos.

A constante diminuicdo no consumo de materiais atraves da utilizagdo de elementos
estruturais que apresentam geometrias mais esbeltas com se¢des transversais diferenciadas é uma
das tendéncias do setor, além da necessidade de se vencerem vaos maiores com a menor quantidade
possivel de elementos verticais, tornando as estruturas mais leves e flexiveis, por motivos
econdmicos, arquitetbnicos e/ou sustentaveis. Embora essas configuracdes sejam inovadoras,
trazem consigo alguns problemas que ndo eram de grande importancia, mas que passaram a ser
relevantes, como é o caso das vibragdes.

Conforme Rao (2008), as vibraces podem ser entendidas como movimentos periodicos
que se repetem apds um intervalo de tempo, e compreendem a transferéncia alternada de energia
potencial para energia cinética e de energia cinética para potencial. As fontes de vibra¢do podem
ser naturais, causadas por fendmenos da natureza como terremotos, ventos fortes; ou as causadas
pelas atividades humanas, oriundas da movimentacdo de pessoas, maquinas e equipamentos
industriais, trafego, atividades da construcao civil, entre outras.

Durante muito tempo os engenheiros no Brasil concentraram sua atencdo as cargas

estaticas, na determinacdo da resisténcia e estados limites de deflexdo das estruturas, isto porque,
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considerava-se que as cargas dinamicas existentes ndo eram significativas o suficiente para causar
problemas estruturais, e estas eram tratadas como forcas estaticas equivalentes. No entanto, as lajes
de pisos em edificios residenciais e comerciais estdo comumente sujeitas a a¢fes dindmicas
induzidas por pessoas exercendo atividades rotineiras. Hoje os espacos precisam oferecer néo
somente seguranca e estabilidade para os usuarios, mas também condicGes de conforto, que
possibilitem desempenhar as atividades rotineiras sem reducao no nivel de qualidade de vida ou de
eficiéncia laboral.

Para garantir que as edificacOes apresentem desempenho adequado e evitar problemas de
servico decorrentes das vibragdes, nos ultimos anos o tema vem sendo abordado intensamente.
Pesquisas anteriores relacionadas as condi¢fes de servigo quanto a vibragdo em sistemas de piso
incluem lajes em concreto armado (Pavic e Reynodls, 2003), pisos de madeira (Casagrande et al.,
2018), passarelas e pontes (Pravia e Braido, 2015; Setareh e Gan, 2018); lajes protendidas (Zhou
et al., 2016; Zhou et al., 2017), entre outros.

Construcdes mais esbeltas e leves, a utilizacdo de vdos maiores e as constantes mudancas
no padrdo de ocupacdo conduzem a estruturas em que as frequéncias naturais estdo cada vez mais
proximas da faixa de frequéncia de excitagdes produzidas pelas atividades humanas, tornando as
construcOes suscetiveis aos efeitos das vibracbes produzidas por pequenos impactos como o
caminhar humano, correr, e atividades ritmicas (PINTO, 2015). Estes tipos de excitacdes, embora
dificilmente possam comprometer as edificaces do ponto de vista estrutural, podem resultar em
desconforto para os usuarios e induzir ao fenémeno de fadiga decorrente dos sucessivos ciclos de
solicitag&o.

Mesmo em estruturas ja construidas, é possivel obter a frequéncia natural e amortecimento
a partir de testes experimentais simplificados, e entdo propor técnicas de remedia¢do quando as
vibragdes séo excessivas. As frequéncias naturais de lajes podem ser previstas ainda na fase de
projeto através de métodos tedricos ou numeéricos. Pasquetti, Kripka e Meira (2001) recomendam
que, ao dimensionar a estrutura, deve-se prever certa rigidez que mantenha a frequéncia de vibracéo
da estrutura defasada em relacédo a frequéncia de repeticdo do carregamento. Ja o amortecimento €
um parametro complexo e ndo pode ser calculado ou estimado numericamente, a forma mais eficaz
de prevé-lo na fase de projeto, é adota-lo a partir de dados historicos.

Com isso, o presente trabalho visa a estudar os parametros de vibragéo (frequéncias naturais

e fatores de amortecimento) de lajes nervuradas e lajes pré-moldadas com vigotas treligadas,
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atraves de testes experimentais, calculo analitico e modelagem numérico-computacional. Os testes
experimentais utilizam técnicas simplificadas de analise experimental dindmica, com utilizagdo de
acelerdmetro e dispositivo de celular munido com acelerémetro; a modelagem numeérica € realizada
em software de elementos finitos apropriado; e a estimativa analitica € realizada utilizando
equacOes derivadas da mecanica vibratdria de placas isotropicas e ortotropicas. No decorrer do
trabalho sdo feitas comparacBes entre os resultados experimentais, analiticos e numérico-
computacionais, e definidas correlagdes entre os parametros dindmicos dos diferentes sistemas de

piso e suas caracteristicas construtivas e de projeto.

1.2 Justificativa

Para que as edificacbes possam oferecer o maximo desempenho acompanhando as
mudancas que vém ocorrendo na forma de projetar e construir, é necessario conceber 0s projetos
considerando ndo somente as acOes estaticas, mas também as aces dindmicas. Conhecer o
comportamento de estruturas ja existentes quando submetidas a agdes dindmicas também €
importante, pois € comum ocorrerem mudancas no padrao de utilizacdo desses espacos, alterando
também a intensidade e comportamento do carregamento atuante.

Nesse ultimo caso, 0s ensaios dinamicos experimentais se mostram pertinentes e
importantes, pois possibilitam a obtencdo de pardmetros de vibragdo em vérias regides da estrutura,
fatores que ndo sdo possiveis de se obter com a utilizacdo de analise estatica, viabilizando a
avaliacdo da integridade da estrutura e contribuindo para as tomadas de decisoes.

Hoje, a aceleracdo, a frequéncia natural e o amortecimento de lajes de piso, podem ser
determinados a partir da mensuracdo com aplicativos para celular, que sdo capazes de registrar
sinais de aceleracédo facilitando e simplificando o trabalho dos projetistas e pesquisadores. Além
disso, é crescente 0 acesso a ferramentas computacionais de simula¢do numérica, que viabilizam a
resolucdo desses problemas, e permitem reproduzir estruturas com comportamento mais préximo
da realidade.

Embora haja evidéncias relevantes da influéncia das a¢fes dindmicas no comportamento
das estruturas, a abordagem das a¢Oes para a composi¢do dos projetos estruturais, e principalmente,
a influéncia dessas a¢des no bem-estar dos seres humanos, ainda é pouco difundida no Brasil. Nota-

se certa deficiéncia no estudo das caracteristicas dinamicas das edificacdes, principalmente através
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de pesquisas que envolvem campanhas de medi¢cdo com grande quantidade de dados. Estes

aspectos também sdo pouco discutidos nos cursos de graduacao de engenharia civil, salientando a

caréncia na abordagem do tema.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

Investigar o comportamento dindmico de lajes nervuradas e pré-moldadas de edificios

através da obtencdo dos parametros modais dindmicos de frequéncia natural e amortecimento, a

partir de ensaios experimentais, calculo analitico e modelagem numérico-computacional, e

verificar essas estruturas em relacdo aos limites de conforto humano.

1.3.2 Obijetivos especificos

b)

d)

f)

S&o objetivos especificos deste trabalho:

obter os parametros de vibracdo de frequéncia natural e amortecimento de lajes
nervuradas e pré-moldadas experimentalmente, por meio de sinais obtidos com a
utilizacdo de acelerometro e dispositivo de celular;

determinar as frequéncias naturais de lajes nervuradas e pré-moldadas
analiticamente, por meio de equacbes simplificadas para lajes isotrépicas e
ortotropicas;

obter as frequéncias naturais dessas estruturas numericamente pela modelagem
simplificada das lajes em programa computacional de elementos finitos;

utilizar sinais obtidos por acelerdmetro e dispositivo de celular para validar os
resultados numéricos e analiticos, e, a partir desses dados, calcular os fatores de
amortecimento das lajes pelo método do decremento logaritmico e da largura da
banda;

a partir da comparacgéo dos resultados sugerir relagdes que possibilitem estimar de
maneira simplificada a frequéncia natural das estruturas;

avaliar se as estruturas estudadas atendem aos limites aceitaveis de vibracdes em

funcdo de critérios recomendados internacionalmente de conforto humano.
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2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 Lajes de Concreto

Existe uma grande variedade de formas de construcdo de lajes como, por exemplo, lajes
construidas in loco, lajes pré-moldadas e lajes compostas por unidades pré-moldadas com concreto
adicionado in loco. As lajes podem ser construidas de diferentes formas estruturais como lajes
macicas, lisas, nervuradas, cogumelo, pré-moldadas, etc. Podem ser ainda de concreto armado ou
protendido. A escolha da forma estrutural dependera de uma série de fatores como a magnitude das
cargas atuantes, o vao livre requerido, o padrdo de utilizacéo, e outros.

As lajes podem ser suportadas por vigas de concreto armado (geralmente concretadas
monoliticamente), por alvenaria de vedacgéo ou estrutural, por vigas de a¢o, apoiadas sobre colunas,
capitéis ou ainda construida diretamente sobre o solo. Quando apoiadas sobre vigas, de acordo com
a geometria da laje e localizagdo das vigas, as lajes podem ser classificadas como lajes
unidirecionais, quando sofrem flexdo principalmente em uma direcdo, ou bidirecionais, quando
sofrem flex&o nos dois sentidos. Quando a laje é apoiada em duas vigas paralelas, as acdes atuantes
na laje sdo essencialmente unidirecionais e as cargas sdo transportadas pela laje na direcédo
perpendicular as vigas de apoio. Ja quando as vigas sao arranjadas em todo o contorno, a laje pode
ser considerada bidirecional. Ainda, se a razéo entre o comprimento e a largura de um painel de
laje é superior a dois, a maior parte da carga é transportada na menor direcdo para as vigas de apoio
e a agdo unidirecional é obtida mesmo que hajam suportes em todo o contorno (PARK; GAMBLE,
2000).

A seguir sdo discutidos conceitos fundamentais sobre pavimentos em lajes macicas,
nervuradas e pré-moldadas trelicadas. Os dois ultimos sdo objetos de estudo deste trabalho. Os
conceitos de lajes macicas sdo abordados pois, como visto mais adiante, as lajes com nervuras
podem ser representadas por lajes macigas de inércia equivalente, utilizando a Teoria de Placa
Ortotropica Equivalente. De maneira geral as lajes em concreto armado abordadas nesse estudo
devem atender as orientagdes da ABNT NBR 6118 (2014) e as normas complementares ABNT
NBR 14859-1 (2016) e ABNT NBR 14859-2 (2016).
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2.1.1 Lajes macicas

As lajes macicas sdo placas finas com espessura uniforme, apoiadas sobre vigas ou sobre
alvenarias em seu contorno, e possuem relacdo entre a espessura e 0 menor vao da laje do
pavimento geralmente variando entre 1/40 e 1/60. Entre as diversas vantagens na utilizacao de lajes
macicas é que sua aplicacdo facilita o posicionamento das tubulacdes elétricas e outros tipos de
instalacdo (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015). No entanto, a utilizagdo de foérmas
representa grande parcela no custo final da laje, custo que pode diminuir a medida em que 0s
pavimentos sdo repetidos. A Figura 1 (a) mostra um arranjo tipico em planta e respectivo corte

transversal de uma laje macica e (b) apresenta 0 modelo tridimensional da mesma.

Figura 1 — Sistema de laje macica apoiada sobre vigas: (a) representacdo em planta e respectivo
corte transversal e (b) modelo tridimensional

(@) (b)
Fonte: Adaptado de Nilson, Darwin e Dolan (2004).

Como visto anteriormente, quando a razdo entre o vdo maior L e o vdo menor B da laje é

L/B <2, a laje é considerada bidirecional e distribui seu carregamento nas duas direcdes. Caso

esta razdo seja L/B > 2, considera-se que a laje € unidirecional e trabalha apenas na direcéo do

vdo B. Uma maneira simplificada para entendimento do comportamento deste tipo de laje pode
ser observada na Figura 2.
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Figura 2 - Laje macica bidirecional simplesmente apoiada com carregamento uniformemente
distribuido

Simplesmente

X_ @poiada em todas

as extremidades

Fonte: Adaptado de Nilson, Darwin e Dolan (2004).

Da Figura 2, a laje macica bidirecional comporta-se como um elemento de placa que
trabalha predominantemente a flexdo, curvando-se perpendicularmente ao seu proprio plano
(BLEVINS, 2016). As seces S; e |1 fletem de forma simples, no entanto as se¢oes S e I ndo s
fletem, mas tambem sofrem rotacdo da secdo. Para resistir a esses momentos, a laje precisa ser
armada em ambas as direcoes.

Os métodos basicos de célculo para lajes macicas sdo dois: 0 método elastico, que analisa
0 comportamento do elemento sob cargas de servico e concreto ndo fissurado; e 0 metodo de
ruptura, que procura identificar de que forma a laje chega ao colapso. Em ambos séo utilizados
conceitos de ruptura da se¢do no célculo e detalhamento da armadura, e conceitos do método
elastico na verificacdo da estrutura em servico.

As hipoteses para o calculo de lajes macigas consideram que essas placas sofrem pequenos
deslocamentos e sdo compostas por material homogéneo, elastico, isotrépico, fisicamente linear.
Esses fatores sdo considerados para a simplificacdo do célculo. Quanto as condic¢Bes de contorno,
considera-se que as lajes atuam sobre as vigas de contorno por meio de a¢6es verticais ndo havendo
transmissd@o de momentos de tor¢do para as vigas, as acdes sao uniformemente distribuidas nas
vigas, as vigas de contorno sdo indeslocéaveis, e a rotacdo das placas no contorno € livre ou
totalmente impedida (CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2015).
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2.1.2 Lajes nervuradas

As lajes nervuradas podem ser entendidas como uma variacdo das lajes macigas, obtidas
pela intersecdo de varias nervuras em direcdes opostas, ligeiramente espacadas, que suportam uma
camada de concreto relativamente fina. O arranjo das nervuras em direcdes perpendiculares resulta
na distribuicdo de rigidez na laje e a similaridade com o comportamento das lajes macicas € maior
com a diminuicao do espacamento entre nervuras. Da mesma forma que nas lajes macicas, as lajes
nervuradas podem ser unidirecionais ou bidirecionais, dependendo da relagéo entre os vaos da laje
e do processo construtivo. O pavimento nervurado pode ser posicionado sobre vigas ou sobre
capitéis (caso em que passa a se chamar laje cogumelo) (PARK; GAMBLE, 2000).

Essas lajes requerem espessura cerca de 50% maior que a de uma laje macica, contudo, seu
peso proprio € inferior ja que elimina quase todo o concreto empregado na zona tracionada,
resultando em economia de material ao mesmo tempo que vence vdos na ordem de 7,0 a 15,0
metros, sob a acdo de carregamentos leves a moderados (PORTO; FERNANDES, 2015).

O esquema que representa as lajes nervuradas pode ser observado na Figura 3.

Figura 3 — Sistema de laje nervurada bidirecional: (a) representacdo em planta e respectivo (b)
corte transversal
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Fonte: Adaptado de Nilson, Darwin e Dolan (2004).

As lajes nervuradas proporcionam melhor aproveitamento do concreto e do ago por utilizar
ateoriadaviga T para momentos fletores positivos. A zona de tragdo apresenta vazios que podem
ser preenchidas com materiais inertes de forma a tornar a superficie plana quando vista

externamente, ou o vazio pode permanecer sem preenchimento.
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Um dos métodos mais utilizados para analise de lajes nervuradas sob flexdo é conhecido
como Teoria da Placa Ortotrépica Equivalente, ou Analogia de Placa, que consiste em converter a
placa enrijecida por nervuras, em uma placa maciga com espessura constante e comportamento
equivalente ao da laje original. A norma regulamentadora ABNT NBR 6118 (2014) permite o
calculo das lajes nervuradas bidirecionais como lajes macicas mediante exigéncias de projeto
referentes as dimensdes das nervuras, espacamento entre 0s eixos das nervuras e espessura da mesa.

O célculo usual da espessura equivalente da laje nervurada pode ser determinado através da
equivaléncia do momento de inércia a flexao, dado pela Equacéo (1) a partir de uma sec¢éo T, como
mostra a Figura 4.

121 }°
h, = (?j M

h, : espessura equivalente para uma laje nervurada;

I : momento de inércia em relacdo ao centroide da secdo T ;

S : espagamento entre 0s eixos das nervuras.

Figura 4 — Secdo T empregada no calculo usual
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Fonte: Aradjo (2006).

Um segundo método simplificado, chamado Método da Rigidez Média, também pode ser
utilizado para a determinagdo da espessura equivalente. Esse método, baseado no principio da
igualdade da rigidez média, considera a laje submetida a uma curvatura constante, e a rigidez média
da laje sera igual a rigidez equivalente, da qual resultara uma espessura equivalente.

Aradjo (2006) utiliza um terceiro método, baseado na equivaléncia de energia de
deformacdo de uma laje nervurada com uma laje plana macica, através do qual € possivel chegar a

uma espessura equivalente, para validar os dois métodos simplificados mencionados. Esse
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procedimento possui consisténcia tedrica, mas requer integragdo numérica sobre o dominio da laje,
tornando o processo pouco pratico na fase de projeto. O autor afirma que os métodos simplificados
oferecem resultados confiaveis.

Zhou, Li e Liu (2016) realizaram andlise experimental, numérica e tedrica em lajes
compostas de uma camada de concreto armado apoiada sobre vigas de concreto protendido. As
vigas possuiam momento de inércia discreto da secdo transversal tornando o célculo analitico da
frequéncia natural muito complicado. Tratando as lajes como sistemas unidirecionais, 0s autores
utilizam uma espessura equivalente calculada pelo método usual para a determinacao simplificada

da frequéncia natural da laje através das hipoteses de Kichhoff para placas ortotropicas.

2.1.3 Lajes pré-moldadas com vigotas trelicadas

As lajes formadas por vigotas pré-moldadas trelicadas, comumente chamadas de lajes pré-
moldadas, sdo amplamente utilizadas no pais em edificacfes residenciais e comerciais, quando
necessita-se vencer vaos relativamente pequenos, podendo atingir vaos na ordem de 10 metros.

Estas lajes sdao formadas basicamente por elementos lineares pré-moldados chamados de
vigotas, dispostos espacadamente em uma sO direcdo, elementos compostos de material inerte
dispostos sobre as vigotas pré-moldadas e capa de concreto moldada no local. As vigotas sdo
compostas por uma trelica espacial de aco formada por trés banzos paralelos e diagonais laterais
de forma senoidal e uma base de concreto. A barra de aco correspondente ao banzo superior da
vigota atua como armadura de compressdo, principalmente para a montagem e concretagem da
laje, resistindo também aos momentos fletores negativos quando existirem. As barras posicionadas
no banzo inferior resistem a tracdo decorrentes dos momentos fletores positivos. Os elementos de
enchimento mais utilizados s&o blocos vazados de material cerdmico ou concreto, ou ainda blocos
de poliestireno expandido (EPS).

A Figura 5 traz um esquema de laje pré-moldada trelicada com (a) indicacdo dos principais

elementos empregados na sua composicao e respectiva (b) secao transversal.
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Figura 5 - Sistema de laje pre-moldada trelicada: (a) indicacao dos principais elementos que
compdem a laje e (b) corte transversal
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Fonte: Autor.

Uma das grandes vantagens na utilizacao desse tipo de laje é que ndo é necessario 0 uso de
férmas para a aplicagéo do concreto complementar pois 0s elementos pré-moldados e os elementos
de enchimento exercem esse papel. Alem disso, 0 consumo de concreto e, consequentemente o
peso proprio da laje sdo menores.

Como as vigotas sdo distribuidas em uma so6 direcdo (geralmente a do vdo menor B) e
simplesmente apoiadas nas extremidades, as vigas em que esses elementos se apoiam recebem a
maior parte da carga, e as lajes podem ser consideradas unidirecionais com se¢do resistente
composta pela parte pré-moldada e o concreto moldado no local (EL DEBS, 2017). Como a maior
parte da carga em uma laje unidirecional é transferida na direcdo de B ou ao longo dos diversos
elementos dispostos transversalmente, cada parcela da laje pode ser tratada como uma viga
(WANG; SALMON, 1998). A Figura 6 traz a representacdo de uma laje unidirecional com carga
uniformemente distribuida.

Figura 6 - Comportamento de uma laje unidirecional sob carregamento distribuido

L—» Apoio
Fonte: Adaptado de Setareh e Darvas (2007).
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Como explica El Debs (2017), de maneira geral o material de enchimento é desconsiderado
na secdo resistente. A consideragdo dos blocos s pode ser observada como parte resistente da
secdo quando o modulo de elasticidade destes for superior a 8,0 GPa.

Carvalho e Figueiredo Filho (2015) mostram através de uma analise entre um pavimento
executado com elementos totalmente independentes (em que a capa de concreto apenas aumenta a
largura da mesa, ndo proporcionando rigidez na direcdo oposta) e um pavimento em laje macica,
que as lajes pré-moldadas tém um comportamento intermediario. A geometria da laje desempenha
importante papel na defini¢éo da trajetoria das cargas, isto é, conforme a geometria se assemelha a
uma forma quadrada, maior a parcela de carregamento absorvida pelas vigas paralelas as vigotas.
Além disso, mostram que a variacao na espessura da capa de concreto em relagdo a espessura total

da laje, contribui para o efeito de distribui¢éo das cargas.

2.2 Dinamica das Estruturas

O estudo da dindmica das estruturas no Brasil vem crescendo com o passar dos anos,
embora esta abordagem seja comum em outros paises. Nguyen (2013) comenta a importancia no
estudo da dinamica de edificios de multiplos andares uma vez que as estruturas tém sido
construidas com se¢des menores, devido ao aumento da resisténcia mecéanica do aco e do concreto.
O autor destaca que no projeto de edificacdes com grandes vaos livres, as condi¢des em servico se
tornaram os requisitos mais criticos de analise.

Faisca (2003) enfatiza a importancia na verificagdo do comportamento dindmico das
estruturas e a descricdo das cargas dinamicas atuantes sobre estas, tendo em vista que as estruturas
devem atender a niveis minimos de desempenho evitando gerar desconforto aos usuarios. Como
explica Tadeu (2015), as vibracOes perceptiveis aos ocupantes podem ser fisica e psicologicamente
danosas, reduzindo o conforto, a qualidade de vida e a eficiéncia no trabalho.

Para Brandt (2011), o estudo do comportamento das estruturas mediante acdes dinamicas
atenta para a atenuacao de vibracOes indesejadas e prejudiciais. O autor explica que as vibracdes
podem causar ndo somente desconforto, mas também prejuizos a saide dependendo do periodo de
exposicdo. Nas edificacOes as vibragdes podem ser responséveis pelo comprometimento das

condicBes em servico, e até mesmo resultar em problemas estruturais devido a ressonancia.
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Ebadi (2017) explica que as atividades humanas de caminhar e saltar resultam em baixos
niveis de amplitude do movimento, o0 que pode tornar o desempenho de alguns pisos inaceitavel
para 0s ocupantes. Esses problemas sdo comuns quando ndo ha um equilibrio adequado entre a
massa modal e a rigidez do piso, provocando movimentos acelerados que podem causar
desconforto aos ocupantes.

Neste cenario, a dindmica das estruturas objetiva a determinacdo de deslocamentos,
velocidades e aceleracdes dos elementos que constituem estruturas submetidas a carregamentos
dindmicos (LIMA; SANTOS, 2008).

Como descreve Ewins (2000), a analise teorica de vibragGes em estruturas é composta por
trés etapas principais. A analise inicia-se com a descri¢ao das caracteristicas fisicas da estrutura em
termos de massa, rigidez e amortecimento, chamado de modelo espacial. A etapa seguinte constitui
a analise modal do modelo espacial, que consiste na descri¢do do comportamento estrutural através
dos modos de vibracdo, o chamado modelo modal. Esse modelo é composto pelas frequéncias
naturais e correspondentes modos de vibracao, e fatores de amortecimento. E importante ressaltar
que essa solucdo descreve as varias formas em que a estrutura é capaz de vibrar naturalmente, sem
a atuacdo de qualquer forca de excitacdo, os chamados modos naturais da estrutura. O Ultimo
estagio consiste na anélise do comportamento e da amplitude do movimento da estrutura a partir
de certas condicdes de excitacdo. Claramente esta Gltima etapa depende ndo somente das
caracteristicas da estrutura em si, mas também da magnitude das forcas envolvidas na excitacao.
No entanto, é conveniente apresentar uma analise do sistema sujeito a uma forca padrdo, chamada
de modelo de resposta.

O desenvolvimento da mecanica tedrica nos séculos XVI1I1 e X1X proporcionou a teoria das
vibracdes, raizes solidas, como afirma Genta (2009). A introdugdo da analise computacional com
a possibilidade de avaliar experimentos numéricos complexos revelou novos fenémenos e
perspectivas inesperadas. O autor comenta que a mecanica das vibraces ndo € somente um estudo
tedrico; os projetistas precisam lidar com vibracdes diariamente na consideracao das condicdes de

carregamento na analise de elementos estruturais e de maquinas.
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2.2.1 Carregamento dindmico

Conforme Lima e Santos (2008), as vibragdes podem ser entendidas como movimentos
oscilatorios de um sistema em torno de um valor de referéncia (a sua deformada estatica). A
amplitude do movimento oscilatério determina a magnitude da vibracdo, e a sua taxa de repeticao
define a frequéncia com que o sistema vibra.

As vibragdes podem ocorrer naturalmente em um determinado sistema, representando seu
comportamento dindmico natural. Estas sdo conhecidas como vibragdes livres, e manifestam o
comportamento oscilatorio da estrutura como resultado de uma troca repetitiva de energia cinética
e potencial entre os elementos. H& também as vibracGes forcadas, que ocorrem como resultado de
alguma forca de excitacdo. A forca de excitacdo pode ser interna a um sistema dindmico, ou ainda
ser transmitida por uma fonte externa. As a¢des dindmicas sdo forcas que apresentam varia¢do no
tempo, seja em magnitude, direcdo ou sentido, e esta variagdo faz com que a estrutura fique sujeita
a aceleracdes, velocidades e deslocamentos, gerando forcas de inércia e de amortecimento
(SILVA, 2006).

De acordo com Lima e Santos (2008), as acdes dindmicas podem ser classificadas em quatro
grupos, segundo sua forma de variagdo no tempo:

a) harmonicas: variam no tempo e sao representadas por fungdes seno (ou cosseno), causadas
principalmente por maquinas rotativas com massa desequilibrada;

b) periddicas: apresentam variacdo no tempo que se repete em intervalos regulares chamados
de periodos. Estas podem ser originadas pela movimentacdo de pessoas, ou por forcas
geradas em maquinas rotativas em operacgéo;

c) transientes: possuem variacdo arbitraria no tempo, sem ocorréncia de certa periodicidade.
Principais exemplos sdo a forca dos ventos, furacdes, terremotos e algumas atividades da
construcéo civil;

d) impulsivas: sdo entendidas como acOes transientes com duracdo muito curta. Estas cargas
sdo resultantes de impactos decorrentes de diferentes atividades.

A Figura 7 mostra os tipos de a¢fes dinamicas, conforme sua varia¢do no tempo.
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Figura 7 — Classificacdo das a¢Oes dinamicas: (a) harmonica, (b) periddica, (c) transiente e

(d) impulsiva
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Fonte: Adaptado de Murray et al. (2016).

Outra classificacdo descreve o fendbmeno de vibragdo como deterministico ou aleatério. A

vibracdo deterministica segue um certo padrao, e seu valor e comportamento podem ser previstos
a partir de dados historicos. A vibracdo aleatoria é imprevisivel, exceto quando baseada em

resultados probabilisticos (HARRIS; PIERSOL, 2002).

2.2.2 Sistemas de um grau de liberdade (SDOF)

Conforme explica Rao (2008), o grau de liberdade de um sistema mecénico é definido como

0 numero de coordenadas independentes necessarias para definir a posicdo de todas as
componentes de massa do sistema a qualquer instante. Um corpo rigido se movendo livremente

possui seis graus de liberdade, trés de translacéo e trés de rotacao.
Sistemas com um grau de liberdade (SDOF) sdo os mais simples pois requerem somente

uma coordenada independente para descrever sua configuracdo. Como exemplo, pode-se
considerar um sistema massa-mola, conforme Figura 8, em que a coordenada X indica o
deslocamento da massa para a posi¢do final onde a mola é esticada a partir da sua posi¢éo inicial.
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Nesse caso, a posicao x & conhecida em funcdo do tempo t, e pode ser descrita através de uma

funcdo x = x(t).

Figura 8 — Representacdo de um sistema massa-molda com um grau de liberdade
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Fonte: Inman (2014).

Ewins (2000) afirma que um nimero muito reduzido de estruturas poderia realmente ser
modelada como um sistema SDOF, porém, é de grande importancia o estudo das propriedades
desses sistemas para utilizacdo em sistemas mais complexos com mdaltiplos graus de liberdade
(MDOF), uma vez que sistemas complexos podem ser representados como uma superposi¢éo linear
de sistemas SDOF. A contextualizagcdo dos sistemas SDOF se justifica neste trabalho pela
utilizacdo dos conceitos basicos de sistemas de um grau de liberdade para aplicacdo em sistemas
de multiplos graus de liberdade.

Conforme Harris e Piersol (2002), a equacdo que descreve o movimento de um sistema
SDOF pode ser descrita como um somatorio de forcas em funcéo da variavel tempo. Como pode
ser observado na Figura 8: a mudanga no comprimento da mola é proporcional a forca da mola

atuando ao longo do seu comprimento, descrita pela fungdo f(t)=k.x; pela segunda lei de

Newton, a massa € um corpo rigido em que a aceleracdo X é proporcional as forcas atuantes sobre
ele, conforme expressdo f(t)=m.X; em amortecimento viscoso, a for¢a aplicada é proporcional
a velocidade relativa as conexdes entre os pontos do sistema f(t)=c.x . Fazendo o somatorio das

forcas, o movimento de um sistema SDOF é expresso pela Equacéo (2).
mi+cx+kx=f(t) (2

X : vetor de deslocamento da estrutura idealizada;
X : vetor de velocidade;

X: vetor de aceleracéo;
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M : massa;
¢: coeficiente de amortecimento viscoso;

k: rigidez.

A Equacdo (2) duas solugbes: quando f(t)=0, obtém-se uma equacgdo diferencial
homogénea em que a solucdo corresponde fisicamente a vibragdo livre amortecida; f(t)=0

corresponde a um sistema em vibracdo forcada, em que obtém-se uma solucdo particular que é

dada devido a uma excitacdo, independente da solugdo homogénea.
2.2.2.1 Vibracéo livre

Diz-se que um sistema esta em vibragdo livre quando, apds passar por uma perturbacao
inicial no seu equilibrio estatico, impde-se algum deslocamento X, e velocidade x, no tempo igual
a zero, e este continua vibrando sem que haja a acdo de nenhuma outra forca externa, como num
péndulo simples. Para um sistema SDOF, a vibracdo livre € caracterizada por uma equacao
diferencial homogénea expressa pela Equacao (3) (SORIANO, 2014; BACHMANN et al.,1995).

mix+cx+kx=0 (3)

A solucdo dessa equagdo € dada por uma oscilacdo no formato de ondas de seno que
depende dos parametros m e k. O amortecimento ¢ reduz a frequéncia e, consequentemente,
aumenta o periodo, porém, 0s amortecimentos sdo pouco significativos, sendo negligenciado na
maioria dos casos de vibracao estrutural.

Em casos onde o amortecimento € nulo, ou seja, em vibracdo livre ndo amortecida, 0
movimento restringe-se a Equacdo (4) (SORIANO, 2014).

m.i+k.x=0 (4)
As Equacdes (3) e (4) sdo diferenciais ordinarias. Com a Transformada de Laplace, sujeita
a condic@es iniciais Xx(0) =x, e x(0)=v,, obtém-se a Equagéo (5) para 0 movimento harmonico

simples n&o amortecido.

X(t) = xo.cos(a)n.t)+v—°.sen(a)n.t) (5)

@,
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O sistema em vibrag&o livre tenderd a vibrar em certa frequéncia predominante, a chamada
frequéncia natural de um sistema (SILVA, 2006). A frequéncia natural circular @, em rad/s para

um sistema SDOF é dada pela Equacéo (6).

@, == (6)

A frequéncia natural em Hz, e o periodo natural em segundos, sdo dados pelas Equacgdes

(7) e (8), respectivamente.

fn:&:i k_1 @)
27 27 \m T,

= —_ 8
T, Zﬂ‘/k (8)

Retornando a Equacdo (3), quando o amortecimento do sistema ndo pode ser negligenciado,
torna-se importante a definicdo desse conceito.

Amortecimento representa a remoc¢ao de energia de um sistema através da sua dispersédo ou
dissipacdo, levando a estrutura a um estado de equilibrio. A dissipacdo da energia esta presente em
qualquer sistema mecanico e isso altera a resposta dindmica do sistema. Como 0 amortecimento
varia de um sistema para outro, estudos baseados em dados historicos trazem valores apropriados

de amortecimento para determinada aplicacdo, definidos como uma porcentagem do
amortecimento critico. O amortecimento critico C, é a quantidade de amortecimento necessaria

para que o sistema retorne a posicao de equilibrio sem qualquer oscilacdo, expresso pela Equacdo

(9), como apresenta Soriano (2014).

c.=2vkm =2mao, 9)

A razdo entre a constante de amortecimento e a constante de amortecimento critico é

denominado fator de amortecimento ¢ , e indica o decaimento da oscilagdo do sistema, conforme

Equacéo (10).
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= (o
= . =5 Jkm (10)

Das equagOes anteriores, quando C=C,, tem-se ¢ =1, e 0 sistema é dito criticamente
amortecido. Caso C>C_,, ¢ >1, e assim o sistema é superamortecido. E se C<C,, entdo
0< ¢ <1, e o sistema é denominado subamortecido, e apresenta oscilagdes em torno do ponto de
equilibrio estatico.

O amortecimento é facilmente observado quando é associado a vibracdo livre de um
sistema. Em uma determinada estrutura, imposto um deslocamento inicial a partir de sua posi¢édo
indeformada, inicia-se certa oscilacdo de maneira que a amplitude diminui a cada ciclo. Caso ndo
existisse amortecimento, a oscilacdo continuaria indefinidamente.

Nos casos em que 0 amortecimento € considerado relevante, mediante condi¢des descritas

anteriormente, a solu¢do da Equacdo (3) € dada pela Equacéo (11).

X(t) _ e—;.wn.t [XO.COS((()a-t)‘FM-Sen (a)a.t)J (11)
,

a

A frequéncia circular amortecida @, em rad/s é descrita pela Equacéo (12).

W, = @, 1_42 (12)

A Figura 9 mostra um ciclo de vibracdo livre com e sem amortecimento, impostas condi¢des
iniciais de deslocamento x(0), e velocidade x(0). O intervalo T, representa o periodo natural de

vibracao, ou seja, 0 tempo necessario para o sistema completar um ciclo de vibragdo livre.

Figura 9 — Vibracdo livre de um sistema de um grau de liberdade
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Fonte: Adaptada de Chopra (2012).
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2.2.3 Sistemas com multiplos graus de liberdade (MDOF)

Os sistemas de maltiplos graus de liberdade (MDOF) sdo aqueles que requerem mais de
uma coordenada independente para descrever seu movimento. O numero de graus de liberdade é
determinado pela quantidades de elementos inerciais e vinculagdes presentes no modelo.
Geralmente os sistemas estruturais possuem inimeros graus de liberdade, no entanto, este nimero
infinito de graus de liberdade pode ser reduzido atraves da combinacdo de varios sistemas SDOF.

Um sistema MDOF é representado por um conjunto de massas, amortecimentos e rigidezes,
relacionados a aceleracOes, velocidades e deslocamentos, respectivamente, conforme pode ser
observado na Figura 10.

Figura 10 - Representacdo de um sistema massa-mola com n graus de liberdade
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Fonte: Adaptado de Inman (2014).

Da mesma forma que no sistema SDOF, a equacdo que descreve 0 movimento de um
sistemas MDOF pode ser descrita como um somatorio de forcas, envolvendo massas,
amortecimentos e rigidezes em matrizes e, acelerac6es, velocidades e deslocamentos em vetores,

conforme Equacao (13).

M43 +[C]{05 +[K].{x} = {F} (13)

Em que os vetores sdo descritos conforme Equacdo (14).

hl [>;cl Jxl JFl
TR E I N LA 0
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X} : vetor de aceleragéo;

{X} : vetor de velocidade;
{x} : vetor de deslocamento;
{

F} : vetor de forca.

E as matrizes descritas pela Equacdo (15).

M11 M12 Mln

[M]= M21 Mzz Jv*l'Zn
Mnl MnZ Jwnn
Cll Clz Cln

[C]z ’21 ’22 ‘ ‘Zn (15)
Cnl CnZ Cnn_
K11 K12 K1n

[K]: K’21 K'zz lfzn
Knl Kn2 Knn_

[M]: matriz de inércia;
[C] - matriz de amortecimento viscoso;

[K]: matriz de rigidez.

Como explicam Thomson e Dahleh (1998), os modos normais de um sistema em
movimento sdo vibragdes livres ndo amortecidas que dependem somente da massa e da rigidez, e
como estas sao distribuidas. Quando vibrando em um desses modos normais, todos os pontos do
sistema sofrem movimento harmdnico simples que passam por suas posi¢des de equilibrio
simultaneamente. Dessa forma, a equacao do movimento restringe-se a um caso de vibracéo livre
com condicéo de contorno C ~ 0. Impondo-se certo movimento através de condigoes iniciais de

deslocamento e velocidades ndo nulas, obtém-se uma equacdo homogénea (Equagéo (16)).
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[M]%}+[K].{x} =1{0} (16)

As solucgdes sdo formadas por modos de vibragdo livre ndo amortecidos em que todas as
coordenadas variam harmonicamente no tempo, em uma mesma frequéncia, as chamadas
frequéncias de vibracdo livre ndo amortecidas, em um mesmo angulo de fase, conforme Equacéo
(17).

{x} ={p}cos(wt-9¢) (17)

@ : i-ésimo modo natural de vibracao;

; : frequéncia natural correspondente ao i-ésimo modo natural de vibragao;

¢; . angulo de fase correspondente ao i-esimo modo natural de vibragao.

Derivando essa solucdo duas vezes no tempo, substituindo na equacdo do movimento, e
cancelando a fun¢do harménica, recai-se no sistema de equacdes algébricas homogéneas, conforme

Equacéo (18).

[[K]-*[M]].{¢} = {0} (18)

A solucdo trivial é dada por ¢ =0 que resulta na auséncia de movimento. Solucbes ndo

triviais s@o obtidas fazendo o determinante da matriz dos coeficientes igual a zero, conforme
Equacéo (19).

det[[K]-o’[M]]=0 (19)

A expansao dessa expressdo é chamada equacdo de frequéncias que fornece solugbes de
o’ . Essas solugdes sdo os autovalores quadrados das frequéncias naturais. Substituindo essas

solugbes na Equagdo (18), obtém-se os autovetores ¢; de amplitude de movimento, os chamados

modos naturais de vibracéo.

As frequéncias naturais e respectivos modos de vibragdes sdo propriedades naturais de uma
determinada estrutura em vibracdo livre e ndo dependem das forgcas externas, mas sim das
distribuicOes de massa e rigidez (CHOPRA, 2012).
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Retomando a Equacdo (13), mas sob condi¢éo de vibracéo livre, quando o amortecimento
¢ atuante no sistema com varios graus de liberdade, geralmente é dificil ou impossivel separar as
equacdes do movimento, sendo necessario tratamento tedrico extra. O modelo de amortecimento
proporcional € o primeiro modelo analitico usado para estudar o amortecimento de um sistema
MDOF.

O amortecimento, diferente da massa e da rigidez, geralmente ndo pode ser modelado, 0
que representa uma dificuldade na analise de sistemas MDOF amortecidos. Um procedimento que
permite proceder com a analise em uma estrutura em que a dissipagdo de energia € uniforme é a
suposicdo de um amortecimento proporcional de Rayleigh, que permite aplicar técnicas de analise
modal de sistemas ndo-amortecidos para sistemas amortecidos. Na analise por elementos finitos,
incorporar 0 amortecimento proporcional permite representar sistemas de uma maneira mais real.

A técnica de Rayleigh relaciona a matriz de amortecimento [C], com as matrizes de massa
[M ] e rigidez [K], e tem como base a combinagéo linear da Equacdo (20) (SORIANO, 2014).
[Cl=a[M]+A[K] (20)

« : coeficiente de massa proporcional;

B . coeficiente de rigidez proporcional.

A substituicdo da Equacdo (20) na equagdo do movimento de um sistema MDOF em

vibracao livre resulta na Equacéo (21).

[MI{%}+(a[M ]+ A[K]){x}+[K]{x]

Esta forma da matriz [C] é ortogonal em relagéo aos autovetores do sistema, e aplicando-

{0} (21)

se a transformacdo de coordenadas modal, a matriz se torna diagonal, conforme Equacéo (22).

[2] [Cll]=[] (a[M]+p[KD[P]=[C,]

T T 22)
a([e] [M][e)+p((@] [K][@])=a+ple]

[£2] : matriz espectral de frequéncias naturais;

[@]: matriz modal dos modos de vibragéo;
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A matriz de amortecimento modal [Cd] é dada pela Equacgdo (23), e o coeficiente de

amortecimento viscoso para o i-ésimo modo de vibracdo é calculado pela Equacao (24).

Cqy =2[¢w] (23)
C =20 =a+ B} (24)

E a razdo de amortecimento viscoso é dada pela Equacéo (25).

_a+po!
20.

g (25)

As raz8es de amortecimento para os i-ésimo e j-ésimo modos de vibragéo sdo ¢; e ¢,

entdo os coeficientes a e B sdo determinados pela resolugédo da Equacao (26).

1Yo, o {a}_ Gi (26)
2| Yo o 1B] (€]
Com isso, determina-se o amortecimento no n-ésimo modo de vibracdo, conforme

EquacBes (27) e (28), utilizado na obtencdo da resposta a vibracdo focada pelo método da

superposi¢do modal.

:n=§[wi+ﬂ wJ @)
w. Q.
a=2¢{——!
o, + o
. (28)
p=2
o, + 0

Embora este seja um método vastamente aplicado devido a sua simplicidade, ndo ha
controle entre as razdes de amortecimento dos diversos modos naturais de vibragdo uma vez que a
técnica parte das razGes de amortecimento de dois modos naturais de vibracao, resultando em
amortecimentos reduzidos para 0os modos intermediarios, e amortecimentos com valores crescentes

para 0s modos de ordem superior. Assim, aconselha-se estabelecer amortecimento para o primeiro
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modo e para um modo de frequéncia mais alta que tenha participacdo relevante na resposta
(SORIANO, 2014).

2.2.4 Amplitude de vibracéo

Existem diversas maneiras de quantificar os niveis de vibracdo de um movimento
oscilatorio em uma estrutura, dependendo do tipo de sinal registrado. Como esclarece Griffin
(1990), conforme critérios de conforto humano, a severidade da vibracdo em uma estrutura
geralmente é quantificada em termos de aceleracdo. Assim, a magnitude de uma vibracdo pode ser
expressa por uma aceleracgao pico-a-pico, aceleracdo de pico, ou uma aceleracdo RMS.

A medicéo pico-a-pico indica o percurso maximo da onda, ou seja, a diferenca entre o valor
maximo positivo e maximo negativo, e é geralmente utilizada quando quer se referir a amplitude
do deslocamento. Outra maneira é a medi¢do de pico que indica o valor entre o zero e 0 pico
méaximo. Este parametro é valido para indicacdo de impactos de curta duracdo, e ndo leva em
consideragdo o histérico no tempo. Por dltimo, a chamada aceleracdo RMS, que considera o
historico no tempo da onda e oferece um valor de nivel diretamente relacionado a energia da
vibrag&o.

A Equacdo (29) representa as relagdes entre os valores de aceleracdo em termos da
aceleracéo de pico.

a‘rms = a‘pico/\/i

(29)
apico—a—pico =2 (apico)

A magnitude da vibracéo pode ser expressa em termos de aceleragao pico-a-pico, contudo,
este método pode ocasionar resultados derivados de picos inexpressivos, especialmente quando se
trata de movimentos complexos. Como esclarecem Zhou et al. (2016), embora a aceleragéo de pico
seja 0 maior valor resultante de uma excitacdo, esta ndo oferece indicacéo sobre o tempo de duragédo
que o sistema é exposto aquele nivel de aceleracéo.

No estudo da magnitude da vibragdo, Davis, Liu e Murray (2014) explicam que como 0s
limites de tolerancia de vibragfes em edificacdes sdo em termos de aceleracdes de pico senoidais,
um Unico pico ndo é diretamente compardvel. Para uma comparacdo verdadeira é necessario

determinar uma aceleracéo de pico equivalente. Para isso, o sinal no dominio do tempo passa por
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um filtro passa-baixa para excluir frequéncias imperceptiveis aos seres humanos. Pode-se utilizar
também um filtro passa-alta para excluir frequéncias abaixo de 1Hz. Em seguida, utiliza-se uma
medida ponderada de aceleracdo, ou seja, a aceleragdo em RMS. Este € 0 método com maior
aceitacdo para quantificar a severidade das vibra¢des devido as atividades humanas, apresentando
uma medi¢do média da aceleracdo no tempo.

A Equacéo (30) pode ser utilizada para computar a aceleragdo RMS, a,,s . De acordo com

Davis, Liu e Murray (2014), intervalos de medicdo a cada dois segundos fornecem bons resultados.

i=1

Bgys (1) = %z ai2 (30)

N : nimero de dados de aceleracdo dentro de um intervalo de tempo;

a, (1) : i-ésimo valor da aceleragéo no tempo.

2.2.5 Ressonancia

A ressonancia pode ser observada a partir da raz&o de frequéncias r = @,/@, , em que ®,

é a frequéncia do carregamento e ®, é a frequéncia natural da estrutura. Quando a frequéncia de

excitacdo se aproxima da frequéncia natural de um sistema, o sistema € conduzido a oscilar com
maior amplitude. Na Figura 11 s&o plotados o fator de amplificacdo do movimento como uma

funcéo da razéo de frequéncias com diversos valores de amortecimento.

Figura 11 — Fator de amplificacdo dinamica versus razao de frequéncias
4
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Fonte: Adaptado de Clough e Penzien (1995).
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O fator de amortecimento exerce grande influéncia na amplificacdo dos deslocamentos.
Com fatores de amortecimento baixos, ha uma faixa de frequéncias em torno da frequéncia natural
na qual os fatores de amplificacdo sdo altos. Nessa regido mesmo que a amplitude das forcas
excitadoras seja pequena, existe a tendéncia em ocorrerem vibragGes com grandes amplitudes. Para
frequéncias proximas a zero o sistema comporta-se como estatico. Para frequéncias muito acima
da frequéncia natural, ha grande reducdo na amplitude de vibragéo.

O amortecimento é um fator muito importante quando as frequéncias de excitacdo sédo
proximas da frequéncia natural, pois a auséncia deste esta relacionada com o fendmeno de

ressonancia, em que o sistema passa a oscilar em maiores amplitudes.

2.2.6 Frequéncia natural e modos de vibragdo em placas

As placas sdo elementos solidos, planos, geometricamente aproximados por uma superficie
bidimensional, delimitados por duas superficies paralelas que definem sua espessura. Assume-se
que a espessura das placas € muito pequena comparada com suas demais dimensdes. Geralmente,
quando a razdo entre a espessura e a menor dimensao lateral da placa é inferior a 1/20, considera-
se as suposicdes de placas finas de Kirchhoff. O elemento de placa trabalha predominantemente a
flexdo, curvando-se perpendicularmente ao seu proprio plano (BLEVINS, 2016).

Em uma placa de espessura h constante, € comum dividir h pela metade, por um plano paralelo
a sua face. Esse plano, chamado de plano médio ou superficie média, representa a geometria da
placa como um todo.

Na teoria de flexdo em placas, 0 modelo de placas de Kirchhoff e 0 modelo de placas de
Mindlin s@o os mais utilizados para analise. O primeiro é comum em casos de placas finas em que
a deformacdo por cisalhamento é negligenciada. Ja as placas de Mindlin sdo utilizadas quando esse
efeito ndo pode ser desprezado como, por exemplo, quando a placa é relativamente espessa com
relacdo as suas outras dimensdes. Neste trabalho, somente placas finas sdo consideradas, em que
somente 0 modelo de placas de Kirchhoff € relevante.

A teoria de placas € vastamente utilizada para descrever modelos em varios ramos da
engenharia como a anélise de estruturas arquitetdnicas, pontes, estruturas hidraulicas, pavimentos,
maquinas, etc., e por esse motivo a analise das vibraces em placas se torna importante. A obtencao

de solugOes exatas para os casos de vibracao transversal em placas finas € um assunto em constante
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discussdo, e constantemente, pesquisadores buscam novos métodos exatos ou aproximados para
esses problemas.

Poisson, Timoshenko e Rayleigh, entre 1827 e 1945, foram os pioneiros no estudo de vibracoes
em placas. Mais tarde, em 1975, Graff sintetizou as equacdes exatas dos modos de vibracéo e
frequéncias de placas finas retangulares com pelo menos duas bordas opostas simplesmente
apoiadas.

Conforme Xing e Liu (2009), na determinacdo das solucdes exatas para vibracao livre de
placas, a derivacdo da expressdo matematica do modo de vibracdo satisfazendo as equacdes do
problema de autovalor € a questdo mais dificil de ser resolvida para o qual tem dedicados os maiores
esforcos na tentativa de alcancar solugdes aproximadas com grande precisdo. Os métodos mais
aproximados para o problema foram estabelecidos com base na expansao de séries, e 0 método de
Rayleigh-Ritz é um dos mais importantes devido sua alta versatilidade e simplicidade.

Young (1950), através do método de Rayleigh-Ritz, analisou as frequéncias em varios modos
de vibracdo em placas quadradas com todas as bordas engastadas (C-C-C-C), uma borda engastada
e demais bordas livres (C-F-F-F), e duas bordas adjacentes engastadas e as demais livres
(C-C-F-F). Warburton (1954) langou um trabalho inovador para sua época, oferecendo 21 novas
configuragdes abrangendo bordas simplesmente apoiadas (S), engastadas (C), e livres (F). Mais
adiante, Leissa (1973) trouxe resultados mais precisos para 0s 21 casos em placas retangulares,
atraves de equacdes exatas para os seis casos com dois lados opostos simplesmente apoiados, e
aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz para os 15 demais casos.

Os problemas de vibracdo livre em placas retangulares podem ser classificados em trés
categorias: (a) placas com todas as bordas simplesmente apoiadas (S); (b) placas com somente um
par de bordas opostas simplesmente apoiadas ou restringidas; (c) placas que ndo se enquadram em
nenhuma das duas categorias anteriores. Solucdes satisfatorias para os problemas das categorias
(@) e (b) foram encontradas através de solucOes exatas e solucdes de forma fechada. No entanto, a
terceira categoria ainda é objeto de uma série estudos e discussdes, e muitos pesquisadores ao longo
dos anos tém encontrado solucbes aproximadas com a aplicacdo de outros métodos.

Bert e Malik (1994) usaram o0 método de Rayleigh-Ritz para analisar a vibracéo livre de placas
isotropicas retangulares com diversas configuracdes abrangendo uma ou mais bordas restringidas.
Bhat, Singh e Mundkur (1993), e Chang, Wang e Wereley (2003) encontraram solucdes através da
reducdo da equacdo diferencial parcial de placas para uma equacdo diferencial ordinaria (método
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de Kantorovich-Krylov). Li et al. (2016) obtiveram equa¢des para determinar a frequéncia natural
e 0s modos de vibracao para placas finas apoiadas sobre trés ou quatro suportes pontuais. Um novo
método de separacgdo de variaveis € utilizado por Xing et al. (2018) para a vibragdo livre das placas
retangulares de Kirchhoff baseado no principio variacional do quociente de Rayleigh. Pela
aplicagdo inédita do novo método, os autores obtiveram todas as solu¢des fechadas, exceto as que
incluem duas dire¢des de bordas livres.

Sakata, Takahashi e Bhat (1996) obtém as frequéncias naturais de placas ortotropicas
retangulares pela reducdo sucessiva da equacao diferencial parcial da placa e pela resolucdo exata
da equacdo diferencial ordinaria resultante. A reducdo assume uma solucdo aproximada
satisfazendo as condi¢fes de contorno ao longo de uma dire¢do e empregando a técnica de
Kantorovich. Gorman (1990) e (1993) explora 0 método da superposicdo para a analise de
frequéncias e modos de vibracdo para placas ortotropicas retangulares engastadas em todas as
bordas, e livres em todas as bordas. Mais tarde, Gorman (2005) obteve uma série de solu¢des para
placas ortotrépicas pelo método da superposicao no qual os modos naturais Sdo expressos em séries
trigonomeétricas e hipergeométricas, e o nimero de termos na série depende da precisdo requerida.

Até 2009 ndo havia solucdes exatas para placas finas ortotropicas retangulares com pelo menos
duas bordas adjacentes engastadas. Xing e Liu (2009) investigaram todas as combinagdes possiveis
utilizando bordas simplesmente apoiadas (S) e engastada (C), e chegaram a trés solugdes exatas
para esse grupo (S-S-C-C, S-C-C-C e C-C-C-C), através do método da separacdo de variaveis.
Mais tarde, Xing e Xu (2013) encontraram trés novas solucdes. As solucdes sdo diretamente
aplicaveis a andlise de flambagem em placas. Duan e Wang (2014) propéem um algoritmo de
convolucdo discreta singular para & analise de vibracdes em placas finas com descontinuidade
geométrica, mostrando resultados satisfatorios para frequéncias relacionadas aos modos de
vibracao correspondentes as frequéncias mais baixas.

Embora o assunto ndo seja abordando neste trabalho, é importante ressaltar que muitos
pesquisadores ao longo dos Ultimos anos tém buscado solucBes, em termos de autovalores e
autovetores, também para placas espessas e moderadamente espessas. Mindlin, Schacknow e
Deresiewicz (1956) encontraram a solucdo exata para placas retangulares simplesmente apoiadas,
dando maior atencao aos modos e frequéncias naturais fora da faixa de aplicabilidade da teoria de
Kirchhoff. Liu e Xing (2011) estudaram solucdes exatas para a vibracdo livre em placas de Mindlin

ortotropicas retangulares para outras configuragdes, uma vez que solucbes exatas para placas
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espessas eram disponiveis somente para placas simplesmente apoiadas. Liu, Xing e Reddy (2014)
mais tarde publicaram um novo trabalho atualizando alguns valores numéricos, além de apresentar
formas mais compactas nas equacdes e coeficientes para modos de vibragdo encontrados por outros
autores ao longo dos anos. Recentemente, Sarayi, Bahrami e Bahrami (2018) implementaram o
método de propagacdo da onda para a analise da vibracdo livre de placas espessas com base na
teoria de Mindlin. Para a solugéo de sistemas complexos, 0 método dos elementos finitos se mostra
uma ferramenta poderosa na anélise de problemas da engenharia de estruturas, sendo que, muitos
elementos finitos para placas de Mindlin tém sido desenvolvidos e incorporados em programas
comerciais. FormulacOes desenvolvidas por Falsone e Settineri (2012) sdo comumente usadas em
softwares comerciais de elementos finitos.

Ventsel e Krauthammer (2001) explicam que a dinamica das placas pode ser modelada
matematicamente por equacdes diferenciais parciais baseadas nas leis de Newton ou por equacgdes
baseadas nas consideracdes de trabalho virtual. Em aplicagdes praticas somente a vibracdo
perpendicular ao plano é relevante, e os efeitos das vibragdes normais ao plano médio podem ser
negligenciados.

A teoria das placas elasticas € uma aproximacdo da teoria da elasticidade tridimensional para
duas dimens0es, que permite uma descri¢do do deslocamento de cada ponto da placa em termos da
deformada do seu plano médio. As equacBes de movimento das placas sdo derivadas usando a

teoria de placas finas.

2.2.6.1 Placas retangulares uniformes isotropicas

A teoria das placas finas com pequenas deflexdes, também chamada de teoria classica das
placas ou teoria de Kirchhoff, é baseada nas seguintes suposi¢des (hipéteses de Kirchhoff):
a) O material das placas € elastico, homogéneo e isotropico;
b) As placas séo inicialmente planas;
c) A deflexdo (componente normal do vetor de deslocamento) do plano médio € pequena
comparada com a espessura da placa bem como a inclinagdo da superficie deformada;
d) A influéncia da deformacéao transversal do cisalhamento é negligenciada, resultando em

secdes planas normais a superficie média;
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e) A tensdo na direcdo normal ao plano medio é pequena quando comparada com as demais
componentes de tensao e pode ser desprezada (EPT — Estado Plano de Tensdes);

f) Uma vez que os deslocamentos das placas sdo pequenos, assume-se que o plano médio
permanece nao tensionado apos flexao.
Com bases nessas suposicdes, obtém-se a equacdo do movimento ndo amortecido para

pequenas deformacbes (W) em placas uniformes e elasticas no plano cartesiano X—Y,

negligenciando as a¢des no plano normal a placa (Equacao (31)).

o*w o*'w  o'w o*w
D(ax“ +26x26’y2+8y4j+78t2 = f(xy.t) (31)

7 massa por unidade de area;
f : carga distribuida transversal agindo na placa por unidade de area;
t: tempo;

D : parametro de rigidez a flex&o.

E.h®

RETI) (32)

h: espessura da placa;

E : mddulo de elasticidade longitudinal;

v : coeficiente de Poisson.

Como as vibragdes naturais ndo séo dependentes da carga aplicada ao sistema, sdo fungéo
somente das propriedades e da geometria dos materiais que o compdem. Logo, a equacdo de quarta
ordem, homogénea, parcial diferencial para uma placa em vibracéo livre, linear, ndo amortecida, é

dada pela Equacéo (33).

4 4 4 2
o[ S+ 2 e Ty 0 @)

Em que W deve satisfazer as condi¢fes de contorno relativas as vinculag@es das bordas das

placas e as seguintes condi¢des iniciais, quando t=0:
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w=w,(x,y), %z Uy (X,Y) (34)

W, e v, : deflexao e velocidade iniciais para o ponto (x,y).

Uma solucdo da Equacdo (33) pode ser obtida pela utilizacdo de um método analitico
(método de Fourier), para a obtengdo das frequéncias naturais correspondentes aos modos naturais

de vibracéo das placas. Para solugéo e obtengdo de w(x,y,t) na forma generalizada, conforme

Ventsel e Krauthammer (2001), é assumida a seguinte solucao:
W(x,y,t)z(Acos(a)ijt)+ Bsen(a)ijt))w (x,y) (35)

Que tem soluc&o separavel da funcéo de forma W (X, y) descrevendo os modos de vibragédo

e algumas funcBes harmdnicas no tempo; @ € a frequéncia natural da placa relacionada ao periodo

de vibragdo T pelarelagdo w = 27/T . Substituindo (35) em (33), obtém-se:

DVAVW (x,y)- o’ =0 (36)
4 4 4
VZVZZVAZQ‘I‘Z@?W'F% (37)
X

V?: operador de Laplace.

A solucdo da Equacdo (36) é uma equacédo de autovalor que é resolvida para as frequéncias

naturais circulares @;; e modos de vibragao W (x,y), e pode ser representada por uma série de

Fourier. A frequéncia @;; depende de dois indices modais I e j, que descrevem o nimero de

meia ondas no modo de vibragdo ao longo das coordenadas X e Y , respectivamente. Quanto
maior a ordem do modo de vibragdo, maior nimero de ondas.
A Figura 12 apresenta alguns modos de vibracdo para placas simplesmente apoiadas. As

linhas pontilhadas representam as linhas nodais (linhas onde a perturbacgéo é nula).
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Figura 12 - Modos de vibracao para vibracdes transversais em placas simplesmente apoiadas
AV

Fonte: Adaptada de Rao (2007).
As frequéncias naturais em placas é expressa em termos de um parametro adimensional
A , da massa por unidade de area da placa 7 e do modulo de Elasticidade E , conforme Equagdo

(38).

A Ehd

ij

b= o 12 (1-v?)

(38)

Fica claro que a frequéncia das placas aumenta com o aumento da sua espessura e diminui
com o aumento do seu comprimento a. O parametro adimensional A4 é funcéo das condicdes de
apoio, da geometria da placa, e do coeficiente de Poisson para bordas livre e bordas curvas
simplesmente apoiadas. O Anexo A apresenta valores de 4 para o calculo das frequéncias em

placas finas conforme Blevins (2016) com base nos estudos de Leissa (1969).
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Pela suposicéo da isotropia nas placas, as propriedades do material que as compdem s&o as
mesmas em todas as dire¢des, o que implica a ocorréncia de deformacges principalmente no sentido

do carregamento aplicado. As deformacdes dependem de duas constantes elasticas independentes,

por exemplo E e v.

2.2.6.2 Placas ortotropicas retangulares

Algumas placas séo constituidas de materiais que possuem propriedades que variam com a
direcdo considerada, os chamados materiais anisotropicos. Em sistemas anisotrépicos submetidos
a certo carregamento, as deformacdes nas demais diregdes podem ser maiores ou menores do que
a deformacéo no sentido do carregamento aplicado, dependendo das propriedades.

Conforme Ventsel e Krauthammer (2001), além de placas construidas com materiais
anisotropicos, algumas placas feitas com materiais isotropico também podem ser classificadas
como anisotropicas. Isso acontece quando um sistema possui anisotropia estrutural, ou seja, uma
placa anisotropica pode melhor representar o comportamento do sistema. Esse tipo de consideracao
é possivel se, por exemplo, os reforcos na estrutura sejam arranjados de maneira que a placa rigida
possa ser substituida por uma placa homogénea, ortotrépica, com rigidez distribuida ao longo da
placa. Caso o material anisotropico possua trés planos perpendiculares de simetria em relacéo as
suas propriedades elasticas, ele é chamado de ortotrdpicos.

A equacdo diferencial para placas ortotrdpicas é definida por (39).

4 4 4
Dxa—\iv+2H 82W2+D a\iv:f(x,y) (39)

ox ooyt oy
H =D, +2D, (40)

A solucdo da Equacéao (39) requer valores especificos de rigidez a flexdo e a torgéo. Para
placas ortotropicas esses valores sdo determinados, primeiramente reduzindo a placa
estruturalmente ortotrdpica para uma placa naturalmente ortotrépica com propriedades elasticas
iguais as médias das propriedades dos componentes das placas originais. Entdo, as rigidezes da

placa ortotropica equivalente sdo aproximadas, dependendo do tipo de ortotropia estrutural.
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A férmula que descreve de maneira generalizada a frequéncia natural para diferentes
geometrias de placas ortotrdpicas, conforme Blevins (2016), é dada pela Equacdo (41). Essa
equacao pode variar em torno de 5% da solucédo exata para casos em que o material empregado é

isotrdpico.

.z [a, G;‘Dy+2[HiHijy+2Dk(JiJj—HiHj)]%

+
Voo at b* a’p?

(41)

Da equacdo anterior, G, H e J sdo determinados em funcdo dos indices | e j, e das
condicBes de apoio das placas, definidos conforme Anexo A. J& 0s parametros de rigidez

(D;., D,, D, e D,) dependem da sua geometria, o que faz com que o calculo seja diferenciado

para cada situacdo. Blevins (2016) aponta as equacbes para o calculo de diversos modelos
geomeétricos de placas ortotropicas, entre elas, as grelhas retangulares com nervuras em uma e duas
direcoes.

Esses dois exemplos de placas ortotropicas diferem das placas uniformes pois suas
propriedades sdo direcionais, ou seja, sua rigidez a flexdo pode ser diferente para cada eixo. As
seguintes condicOes sdo necessarias para considerar uma analise das vibragdes em grelhas:

a) as nervuras sdo uniformes; todas as nervuras paralelas sdo idénticas;

b) o espagamento entre as nervuras € uniforme de modo que a placa ou grelha possui dois

planos perpendiculares de simetria que sdo normais ao seu proprio plano;

C) 0 espacamento entre as nervuras € pequeno comparado com a distancia entre os nés de

vibracéo;

d) podem ser consideradas as suposi¢des gerais da teoria de placas.

Essa analise considera que se 0 espacamento entre as nervuras é relativamente pequeno, a
grelha de vigas se comporta como uma placa ortotrépica uniforme.

A Figura 13 representa 0 esquema para uma grelha de nervuras intertravadas em duas

direcdes.
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Figura 13 - Placas ortotrdpicas retangulares para uma grelha de nervuras intertravadas em duas
direcOes
Eyp, Iy

| s v > rd ” g
1 @ b
= y R s |
g p //
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A
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aqp ‘ -.\_\Ea, Ia
- a -
Fonte: Adaptado de Blevins (2016).

As constantes D,, D,, D,, e D, para o caso da Figura 13 séo dadas pelas expressdes a

sequir:
b EL  p_Eb
b oa @2
xy: 2Dk — Eaca + Ebe
2b,  2a

I, e I,: momento de inércia da secéo da nervura nas direcbes a e b ;
a, e b, : espacamento entre o eixo das nervuras nas direcdes a e b ;

C, e C,: constante de torgao.

D,, representa a torgdo da nervura em torno do seu proprio eixo e pode ser considerado

nulo pois seu efeito geralmente é pequeno.
A constante C para uma secdo retangular é dada pela Equacdo (43), em que a e b séo as

dimensdes da secéo.

ca’p®
C=5—3
a“+b
(43)
a/b 1 2 4 8 0
c 0.281 0.286 0.299 0.312 1/3
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Nesse caso, ainda ndo foi considerada a camada de concreto superior as nervuras. Para isso,
Blevins (2016) adiciona a frequéncia natural calculada para a grelha com a frequéncia calculada
para uma placa uniforme isotropica.

Ja para placas com nervuras em somente uma direcdo, representada pela Figura 14, as

constantes D,, D, D, e D, séo dadas pelas EquagGes mostradas em (44). Nesse caso néo ha a

necessidade em adicionar a camada de concreto superior as nervuras.

Figura 14 - Placas ortotrdpicas retangulares: placa com nervuras em uma direcao.

EB7 Ib
b
N N
| a |
2
A,
Fonte: Adaptado de Blevins (2016).
O _ Eah’ o _El b - FEN | EC
" 12(a -t+t(h/h)’) Ty Yo12(1+v) (44)

h, : espessura da capa de concreto;
h: espessura total da placa;

t: largura da nervura;

| : momento de inércia dasecdo T ;

C, : constante de torgdo da nervura.
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2.3 Técnicas de Anélise Dindmica Experimental

O estudo das vibragdes através de ensaios experimentais € uma ferramenta Util no
desenvolvimento e utilizacdo de produtos, no projeto, desenvolvimento e verificacdo da
performance de componentes individuais de sistemas complexos mesmo antes da construcdo do
sistema, e ainda, classificacdo e controle de qualidade dos materiais empregados na fase de
construcdo (SILVA, 2006).

O estudo experimental de vibragdes em estruturas ndo € um assunto recente. Existem
registros de estudos feitos por Coulomb (1784, apud CARVALHO, 2002) em que levanta hipdteses
sobre a consideracdo do amortecimento, realizando ensaios que provaram que 0 amortecimento
torsional era causado por perdas internas ao material. Mais tarde, Tredgold (1824) publicou o
primeiro critério de rigidez conhecido para evitar problemas de vibragfes, sugerindo uma altura
minima para vigas com grandes vaos. Desde entdo varios autores tém despendido esfor¢cos no
estudo das vibragfes em estruturas, e nas ultimas décadas ha uma tendéncia no estudo de vibracdes
causadas por atividades humanas rotineiras.

Os sistemas de pisos com vdos maiores tornaram-se populares devido ao desenvolvimento
das tecnicas construtivas e pela alta aplicabilidade dos materiais leves de alta resisténcia, buscando
proporcionar espacos mais amplos e funcionais. Como consequéncia, hd um aumento também nos
problemas causados por vibragfes, uma vez que estas estruturas apresentam baixas frequéncias
naturais e, algumas vezes, baixos fatores de amortecimento, tornando-as suscetiveis a vibracoes
induzidas pelas atividades humanas diérias (CHEN, LI e RACIC, 2016).

Nesse contexto, a andlise modal experimental tem como objetivo determinar as
caracteristicas dindmicas de um sistema em vibracdo na forma de frequéncias naturais, fatores de
amortecimento e modos de vibracao e, a partir dai utilizar essas informacdes para compor modelos
matematicos que possam descrever as propriedades dinamicas das estruturas, e permitir a previsao
do desempenho das mesmas. A descricdo detalhada do procedimento para realizacdo de uma
analise modal completa pode ser encontrada em Ewins (2000) e He e Fu (2001).

Embora a analise modal experimental seja 0 método mais acurado para determinar as
propriedades dinamicas de um piso, o procedimento pode, algumas vezes, ser inviavel devido a

restricGes de custo e tempo, e possiveis interrupgdes inaceitaveis de ocupantes. Visando a encontrar
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uma alternativa a este método, muitos pesquisadores tém aplicado técnicas de analise modal
experimental para procedimentos experimentais simplificados.

Zhou et al. (2016) estudou a vibracdo de um sistema de piso em concreto protendido
destinado a utilizacdo como uma quadra de badminton interna. Para a realizacdo dos testes
experimentais, foram posicionados acelerémetros com capacidade de + 5 g e taxa de aquisicao de
dados de aproximadamente 1000 Hz. Inicialmente foi desenvolvido o teste de impacto de
calcanhares para identificar os parametros modais de frequéncia natural, fator de amortecimento
pelo método do decremento logaritmico, e modos de vibragdo. Para a simulacdo numérica, o
sistema estrutural foi modelado de forma tridimensional, considerando duas condic¢des: no modelo
1 foram considerados os efeitos das estruturas adjacentes e no modelo 2 esses efeitos foram
negligenciados. Os autores destacam que o piso mostrou-se relativamente flexivel quando
comparado com os valores normativos, por apresentar frequéncia natural de 6,17 Hz. Os fatores de
amortecimento encontrados foram baixos, justificados pela inexisténcia de elementos né&o-
estruturais. Em relagdo a influéncia das estruturas adjacentes, indica-se a consideragdo destas para
determinar a frequéncia fundamental de estruturas similares. Os autores destacam que os valores
limites especificados na literatura abordada sdo conservativos para a analise da resposta de
aceleracéo.

Casagrande et al. (2018) comparam diferentes abordagens (analitica, numérica e
experimental) na avaliacdo de vibracéo e desempenho de pisos de madeira laminada colada (CLT)
e lajes mistas de madeira e concreto (TCC). Os ensaios instrumentados sao realizados utilizando
acelerdmetros e martelo de impacto em laboratorio em um protétipo representando um piso de véo
unico equivalente, e in situ, na configuracao real.

Davis, Liu e Murray (2014) realizaram um programa de testes experimentais simplificados
para determinar as propriedades dindmicas de piso e avaliar a gravidade da aceleracéo devido ao
caminhar em um sistema de piso sujeito a reclamacg6es devido a vibragdes excessivas. O estudo
compara resultados obtidos por técnicas de analise modal experimental e de um procedimento
simplificado que se inicia com a estimativa das frequéncias naturais, atraves de um teste de impacto
de calcanhares, e segue com a determinacdo da méxima resposta em vibracdo forcada devido ao
caminhar, para posterior comparagdo com os limites de conforto humano. As respostas foram

utilizadas para ajustar um modelo de elementos finitos. O estudo de caso indica que o0s testes
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experimentais simplificados, que sdo muito econdémicos e convenientes, sao eficazes e Uteis durante
projetos que visam atenuacdo de vibracGes excessivas em pisos.

Nos tdpicos anteriores, inicialmente assumem-se modelos e equagdes diferenciais para 0s
sistemas em estudo, a partir dos quais é realizado o calculo e caracterizacdo da resposta dinamica
utilizando dados de entrada conhecidos. Com a utilizacdo de testes modais é realizado o caminho
inverso, a resposta da estrutura € medida e a partir dos dados de saida os parametros de vibragdo
sdo determinados. Esse procedimento pode ser aplicado para diversas finalidades entre elas a
identificacdo ou verificacdo de modelos matematicos de uma estrutura submetida a testes (INMAN,
2014).

He e Fu (2001) dividem os testes experimentais em trés componentes principais que sao a
excitacdo e sensores do sistema, o sistema de aquisicdo de dados e o sistema de processamento de

dados. Um esquema simplificado € apresentado na Figura 15.

Figura 15 — Configuracdo basica de um sistema de registro de vibragdo com excitador
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Fonte: Adaptado de He e Fu (2001).

O deslocamento do sistema vibratorio é convertido em um sinal elétrico por um transdutor
ou por um sensor de vibracdo. A impedancia de saida ndo € ideal para entrada direta no
equipamento de analise de sinal, assim sdo utilizados condicionadores de sinal para amplificar o
sinal até o valor adequado. Os dados de saida do instrumento de conversdo podem ser apresentados
graficamente através de um microcomputador ou registradas e armazenadas para que
posteriormente sejam analisadas na determinacdo das caracteristicas de vibracdo. O exemplo
apresentado € meramente ilustrativo e a configuracdo do sistema pode ser alterada para atender as

necessidades. Por exemplo, em casos onde somente as frequéncias naturais, amortecimentos e
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resposta ao caminhar sdo solicitadas, o agitador, o transdutor e o gerador de sinal podem ser
desnecessarios.
Nos proximos tdpicos serdo abordados pontos relevantes para a realizacdo de uma analise

experimental das vibragdes.

2.3.1 Excitagéo

Para o levantamento das caracteristicas dindmicas de um sistema € necessaria a atuacao de
uma excitagdo que varie no tempo. Na escolha do tipo de excitacdo, embora teoricamente a resposta
ndo deva depender desse fator, na pratica, podem melhorar a precisao e a qualidade dos dados de
saida. A excitacdo deve excitar os modos de vibragdo de interesse.

Armer (2001) apresenta cinco formas de excitacdo dindmica para testes experimentais em
lajes de piso, e as propriedades dinamicas que podem ser determinadas utilizando este tipo de acao,

conforme explicitado na Tabela 1.

Tabela 1 — Métodos de teste de vibragdes em pisos
Frequéncia Amortecimento Rigidez Modo de vibragdo

Ambiente Sim - - -
Impacto de Calcanhares Sim Sim - -
Saco de areia Sim Sim - -
Martelo de impacto Sim Sim Sim Sim
Vibracédo forcada Sim Sim Sim Sim

Fonte: Adaptado de Armer (2001).

O autor explica que o método do ambiente envolve o registro da resposta da estrutura devido
a excitacdo natural e requer equipamentos sensiveis de monitoramento e longo periodo para
aquisicéo de dados. O teste de impacto de calcanhares € uma ferramenta de simples execucao e
comumente utilizada, em que é possivel obter a frequéncia natural e amortecimento do sistema
estudado, embora o amortecimento possa ser superestimado tratando-se de estruturas leves. O
método do saco de areia fornece os mesmos resultados do teste de impacto de calcanhares e consiste
na queda de um saco de areia de 1kg no centro do véo gerando um impacto seguido de uma resposta
a vibracdo livre piso. O teste do martelo de impacto € vantajoso pois pode auxiliar na determinacgéo
darigidez e obtencao dos modos de vibracdo, no entanto, pode tomar um grande tempo de execucao

e ainda nédo fornecer resultados precisos. O teste de vibracdo forcada, utiliza um gerador de vibracgao
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como um agitador, por exemplo, € o método mais abrangente em que as quatro caracteristicas
citadas podem ser mensuradas.

Embora existam testes modais que fornecam resultados acurados das propriedades de um
sistema em vibracdo através de ferramentas sofisticadas, as frequéncias naturais e fatores de
amortecimento em sistemas de piso podem ser facilmente estimados através de recursos acessiveis,
como o teste de impacto de calcanhares.

Este método, sugerido pela AISC Design Guide #11 (Murray et al, 2016), é um dos mais
utilizado atualmente e tem tido grande aceitacdo principalmente por sua facilidade de execucéo e
por ndo requerer equipamentos caros.

Blakeborough e Williams (2003) estudam a validade do uso do impacto de calcanhares
instrumentado para obten¢do das propriedades dindmicas em pisos, através da comparagdo com o
teste do martelo. Os autores mostram que a performance do teste de impacto dos calcanhares ¢
melhor em relacdo ao teste do martelo para estruturas entre 2-15 Hz, além de apresentar graficos
no dominio da frequéncia mais suaves que possibilitam estimar de forma mais acurada os fatores
de amortecimento.

Cao, Qi e Li (2018), através de ensaios experimentais e numéricos, investigaram as
condicBes de servico quanto a vibragdo de um sistema de piso em concreto protendido utilizado
como recepgéo de um aeroporto. Para obtencao das frequéncias naturais e fatores de amortecimento
experimentalmente, os autores utilizaram o teste de impacto dos calcanhares e testes de salto, além
de registrar as aceleragdes do sistema.

No teste de impacto de calcanhares, uma pessoa com cerca de 700 N permanece no centro
de um pavimento na ponta dos pés, com os calcanhares distantes do piso aproximadamente 80 mm,
e entdo o individuo solta seu peso fazendo com que os calcanhares impactem no piso, tomando
cuidado para evitar multiplos impactos ou que o corpo balance para frente. Durante o teste,
enquanto o piso vibra, as respostas de aceleracdo sdo registradas por um acelerémetro. Depois do
impacto principal, ha um curto periodo de vibracdo amortecida a uma frequéncia de cerca de 5 Hz,
devido a vibracao vertical do corpo humano (BLAKEBOROUGH; WILLIAMS, 2003). A Figura

16 mostra a resposta tipica da forca no tempo para um teste de impacto de calcanhares.
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Figura 16 — Resposta da forca exercida pelo impacto dos calcanhares no tempo
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Davis, Li e Murray (2014) destacam que, como qualquer método experimental, o teste de
impacto de calcanhares tem limitac6es. A simples queda dos calcanhares ndo fornece informagdes
suficientes para estimar outros parametros modais como por exemplo 0os modos de vibracéo e a
rigidez, pardmetros que podem ser obtidos através de métodos referenciados em que a forca
aplicada pode ser prevista. Outro fato € que eventualmente algumas lajes possuem multiplos modos
naturais que sdo muito proximos, e esse teste ndo contém informacdes suficientes para permitir que

esses modos sejam separados para anélise.

2.3.2 Aquisicao de sinais

Para a captacdo dos sinais de vibragOes em estruturas, séo utilizados transdutores ou
sensores de vibracdo. Os transdutores sdo dispositivos que transformam valores de variaveis fisicas
em sinais elétricos, e quando utilizados juntamente com outro dispositivo para medir vibracgdes, o
conjunto é chamado de sensor de vibracdo (RAO, 2008).

Existem varios tipos de transdutores e sensores, no entanto o acelerémetro € o mais utilizado
por sua versatilidade. Em um teste modal os acelerémetros sdo capazes de auxiliar na obtengédo dos
parametros modais de interesse a partir do registro da acelera¢do de um corpo em vibragdo, com
resposta em voltagem. O sinal é transformado por um condicionador de sinal antes de ser
processado por outro hardware ou um software (RAO, 2008; HE e FU, 2001).

Os acelerdmetros s&o compostos por um oscilador de amortecimento viscoso que quando

excitado através da base, gera um deslocamento proporcional & aceleragdo dessa massa deslocada
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a uma certa frequéncia (CLOUGH e PENZIEN, 1995). O sistema pode ser observado na
Figura 17.

Figura 17 - Configuracgdo basica de um acelerdmetro
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Fonte: Adaptado de Clogh e Penzien (1995).

No interior do acelerdbmetro ha uma massa suspensa em um sistema estacionario. Sempre
que o corpo sofre aceleracdo, a inércia do dispositivo faz com que ele resista. A forca exercida pela
massa é equilibrada pela mola. Como o deslocamento da mola é proporcional a forca, a aceleragdo
é proporcional ao deslocamento (FIGUEIREDO et al., 2007).

Conforme Figueiredo et al. (2007), existem vérios tipos de acelerdbmetros. Entre os
acelerdbmetros mecéanicos, 0s mais comuns Sa0 0S capacitivos, piezoelétricos e piezoresistivos.
Atualmente estes tém sido substituidos por acelerdmetros eletromecanicos como os acelerémetros
MEMS (sistemas mecanicos microeletronicos), ou microacelerdmetros. Esses dispositivos podem
medir a aceleragdo em até trés eixos e o deslocamento dos elementos mdveis associados ao seu
eixo. Os movimentos medidos sdo entdo convertidos em sinais analdgicos. Os acelerémetros
MEMS sdo os que equipam os celulares.

Yoon et al. (2014) usaram um celular equipado com acelerdbmetro para investigar o
comportamento dindmico de passarelas de aco em Seul, na Coréia do Sul. Pravia e Braido (2015)
estudaram a aplicabilidade do uso de acelerémetros que equipam aparelhos de celular para prever
a resposta dindmica de estruturas. Para isso, a partir da vibracdo resultante do deslocamento de
caminhdes sobre dois viadutos em concreto, foram extraidos dados de aceleracdo com a utilizacdo
de celulares para a obtencdo do amortecimento e a frequéncia natural correspondente ao primeiro
harmonico nos viadutos em estudo. Os resultados experimentais foram comparados com modelos

numéricos desenvolvidos em elementos finitos (MEF), e apresentaram respostas muito proximas
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entre os modelos. Os autores afirmam que o método de estudo dos pardmetros de vibracao a partir
da utilizagdo de aparelhos de telefonia movel é uma alternativa eficaz para a determinagdo da
frequéncia natural e amortecimento, e para 0 monitoramento de obras de arte especiais, com baixo
custo e maior facilidade de operacdo. Em ambos os estudos o aparelho de celular apresentou
desempenho adequado para a obtencdo dos dados de vibragdo, mostrando-se uma alternativa

acessivel principalmente pela facilidade na aquisic¢éo dos dados.

2.3.3 Processamento de sinais

Raramente é possivel interpretar sinais elétricos obtidos em ensaios dindmicos na forma em
que eles sdo apresentados, sem que estes passem por um tratamento digital. A resposta no dominio
da frequéncia é a forma mais usual de representar esses sinais em uma analise modal experimental,
e permite obter informacdes relevantes a respeito de um sinal que ndo poderiam ser obtidas pela
anélise no dominio no tempo.

A andlise no dominio da frequéncia possibilita representar no dominio da frequéncias uma
funcdo definida no dominio do tempo, através da sua decomposicdo em ondas senoidais de

amplitude e frequéncias variaveis, chamadas de componente em frequéncia do sinal original.

Figura 18 - Conceito de decomposi¢do de uma funcdo em ondas senoidais
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Conforme a Figura 18, o sinal decomposto € um processo que contém ondas senoidais em
varias frequéncias. Boa parte das caracteristicas dos sinais pode ser descrita por meio de suas
frequéncias, incluindo os ruidos e ecos misturados ao sinal principal. Nesse contexto, surge o
conceito de filtragem de sinais, que consiste em atenuar frequéncias indesejadas ou amplificar as
frequéncias de interesse, compondo um sinal relevante.

O método mais utilizado para analise no dominio da frequéncia é chamado de Transformada
de Fourier, adequado para sinais ndo-periddicos ilimitados no tempo (que se estende por todo o
dominio do tempo). O principal problema de uma representacdo da transformada de Fourier é que
a sequéncia existe para todos os instantes de tempo (—so a oo), diferente dos sinais que s&o
naturalmente finitos. Uma opg¢do é obter amostras da transformada de Fourier nas frequéncias
desejadas e lidar com certas distorcbes que isso possa causar. Essa solucdo € dada pela

Transformada Discreta de Fourier (DFT), representada pela Equacao (45).

X (K) :ZN:X (j) oD (45)
n=0

Uma das grandes vantagens da DFT é o fato de que esta pode ser implementada
computacionalmente e o processamento no dominio da frequéncia pode ser realizado de forma
automatica, através de um algoritmo de implementagdo que seja rapido sem desperdicio de recursos
computacionais. Para isso o algoritmo deve ter baixa complexidade. A complexidade e definida
pelo nimero de operagdes a serem realizadas pelo processador digital, que € dada em funcédo da
quantidade de dados N que este processa.

Conforme Mendes e Oliveira (2008), o advento da generalizacdo da aplicacdo da DFT
aconteceu o desenvolvimento da Transformada Répida de Fourier (FFT) por Cooley e Tukey em
1965. A FFT nada mais é do que um algoritmo que viabiliza o calculo da DFT de uma forma rapida
e eficiente na forma de uma ferramenta computacional. Adicionalmente, uma das grandes
vantagens é que este algoritmo ndo requer memoria adicional para o célculo.

O método original da FFT desenvolvido em 1965 possuia certa limitagdo em que, para
apresentar uma resposta eficiente, a série deveria possuir um numero de pontos igual a uma
poténcia inteira de 2, ou seja, 2". No entanto, este método ja foi generalizado para permitir
valores arbitrarios de N (CHOPRA, 2012). Na Figura 19, observa-se a resposta da estrutura no

dominio do tempo (a) e, com a aplicagdo da FFT, (b) no dominio da frequéncia.
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Figura 19 - Resposta da estrutura (a) no dominio de tempo e (b) no dominio de frequéncia.
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H& uma série de caracteristicas na analise digital de Fourier que, se ndo tratadas

propriamente, podem causar resultados erréneos, conforme abordado a seguir.

2.3.3.1 Aliasing

Um erro comum na analise de sinais digitais é o chamado de aliasing. Esse erro, causado
por tempo de amostragem inadequado, e refere-se a distorcdo do sinal analdgico pelo registro
digital. Se a taxa de amostragem for muito lenta para capturar os detalhes do sinal analdgico, a
representacdo digital far& com que as frequéncias altas aparecam como frequéncias baixas
(EWINS, 2000).

Na Figura 20, o sinal de alta frequéncia € interpretado como um sinal de frequéncia mais
baixa pois como a taxa de amostragem é muito lenta, os pontos amostrados compdem ondas
senoidais que ndo representam o verdadeiro sinal.

Figura 20 — Fendémeno de aliasing

Fonte: Autor.
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A onda formada € praticamente perfeita o que torna impossivel a identificagdo do sinal
errbneo. Para reduzir ou evitar esse efeito, o intervalo de amostragem precisa ser suficientemente
pequeno para oferecer pelo menos duas amostras por ciclo da frequéncia mais alta a ser calculada,
ou seja, a taxa de amostragem de um sinal deve ser pelo menos o dobro que a maior frequéncia de
interesse. Esse é o chamado Teorema da Amostragem em que a frequéncia de corte é chamada de
Frequéncia de Nyquist (INMAN, 2014).

O aliasing pode ser evitado em sinais contendo muitas frequéncias passando o sinal

analdgico x(t) em um filtro anti-aliasing antes da FFT. Esse é um filtro passa-baixa que elimina

as frequéncias maiores que aproximadamente metade da maxima frequéncia de interesse.
Conforme Silva (2006), se o espectro original é passado em um filtro passa-baixa com frequéncia
de corte igual a frequéncia de Nyquist, a distor¢do ndo ocorre devido a amostragem. No entanto,
na pratica ndo € possivel atingir uma filtragem perfeita de sinais, ou seja, distor¢cbes podem ainda
permanecer mesmo depois de usar um filtro. Os erros residuais podem ser reduzidos usando uma
frequéncia de corte do filtro que seja ligeiramente menor do que a frequéncia de Nyquist. E

conveniente adotar como frequéncia de corte valores em torno de (Frequéncia de Nyquist/1,28),

caso em que os ultimos 20% dos pontos espectrais proximos a frequéncia de Nyquist sdo

negligenciados.

2.3.3.2 Leakage

Como explica Inman (2014), utilizar um sinal amostrado com um nimero N finito de
amostras, pode originar a um problema chamado de leakage. Esse é um erro resultado da
descontinuidade das extremidades de uma amostra, produz um espectro de resposta em frequéncia
que ndo indica um Unico pico de frequéncia, pois a energia “vaza” em varias linhas espectrais
préximas da frequéncia verdadeira. Para tornar o sinal finito, este pode ser cortado em qualquer
multiplo do seu periodo, 0 que pode representar um problema ja que sinais complexos possuem
muitas frequéncias diferentes. Caso algumas providéncias especificas ndo sejam tomadas, o sinal
pode ser cortado no meio do periodo, permitindo o surgimento de frequéncias errdneas misturadas
ao sinal digital, uma vez que a transformada digital de Fourier assume que o sinal é periédico dentro

da amostra.
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Conforme Ewins (2000) existem algumas formas de evitar o minimizar os efeitos de

leakage, como:

(a) alterar a duracéo do comprimento da amostra para coincidir com qualquer periodicidade
fundamental no periodo, isto €, mudar o periodo T de maneira a capturar um nimero
exato de ciclos do sinal (isso pode ser feito somente se o sinal analisado é periddico);

(b) aumentar a duracdo do periodo de medicdo de modo que a separacdo entre as linhas
espectrais seja melhor (o que ndo remove, mas reduz a severidade do efeito de leakage);

(c) preencher com zeros o inicio e final da amostra medida alcancando o resultado
precedente sem exigir mais dados;

(d) aplicar uma funcdo de ponderacdo chamada de “janela” aos dados medidos. Essa fungdo
forca os dados a melhor satisfazer os requisitos de periodicidade do processo de
Transformada de Fourier.

2.3.3.3 Averaging

De acordo com Inman (2014), como em um teste de vibracdo o sinal obtido pode conter
diferentes tipos de ruido, e sabendo que a confiangca em uma quantidade medida é aumentada
atraves da realizacdo de um numero de testes idénticos, € muito comum a prética da técnica de
averaging. Essa técnica nada mais é do que repetir um mesmo experimento varias vezes e entdo

fazer a média dos resultados obtidos.

2.3.3.4 Filtragem de sinais

Em um ensaio de impacto, as respostas de aceleracdo no dominio do tempo recebem
interferéncia de esforcos externos como vento, trfego e outros. A influéncia de esforgos externos
resulta em vibracdes em frequéncias bem superiores se comparadas a frequéncia fundamental do
piso, além de dificultar a selecdo dos picos de aceleracao para aplicacdo do método do decremento
logaritmico que estima o amortecimento da estrutura. (SILVA Jr, 2015).

Uma forma de solucionar este problema é utilizando filtros de sinais que, de forma
simplificada, limitam o sinal da vibracdo em uma faixa de frequéncias que pode ser isolada para o

estudo.
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Os filtros podem ser anal6gicos ou digitais (numeéricos). Na filtragem analogica, o filtro é
um sistema dinamico fisico (geralmente um circuito elétrico), em que o sinal a ser filtrado é
aplicado ao sistema (input), e os dados de saida (output) correspondem ao sinal filtrado. Um filtro
digital é um dispositivo que aceita uma sequéncia de valores discretos de entrada (amostrados a
partir de um sinal analdgico), e gera uma sequéncia de valores de saida discretos. Portanto, um
filtro digital é um sistema de tempo discreto e pode ser representado por uma equacéo diferencial
(SILVA, 2006).

Na analise de vibragdes costuma-se utilizar trés principais tipos de filtragem de sinais:
filtros passa-baixa, passa-alta e passa-banda. Os filtros passa-baixa permitem passar sinais abaixo
de uma frequéncia pré-estabelecida, os passa-alta permitem passar sinais acima de determinada
frequéncia, e o os filtros passa-banda permitem passar sinais em uma determinada faixa de
frequéncia.

Conforme Mendes e Oliveira (2008), na aplicacdo de filtros podem ocorrer certos desvios
das amplitudes dos sinais amostrados em relacdo ao zero, também chamados de “off-set”. Essa
perturbacdo pode ser removida através de um ajuste por minimos quadrados de uma funcéo
polinomial. Em muitos casos esse desvio é aproximadamente constante, pelo polindmio a ajustar
ser de grau zero, em que a constate que minimiza o quadrado da diferenca entre o sinal e o

polindmio é a média do sinal. Dessa forma, a Equacéo (46) pode ser utilizada para este ajuste.

—%kZ k (46)

Y, : nova serie;

X, : amostra inicial;
2.3.4 Obtencao da frequéncia natural pelo método peak-picking
A forma mais simples para determinar os parametros modais € atraves da abordagem com

um grau de liberdade pelo método peak-picking, também chamado de método da meia poténcia.

Neste método, a frequéncia natural, associada a um determinado modo de vibracéo, é determinada
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através do valor de pico do grafico da resposta em frequéncia (FRF') ou da densidade espectral
(PSD?). O gréfico é subdividido em varias faixas de maneira que cada faixa abranja somente um
pico. Cada subdivisdo da faixa de frequéncia é avaliada como uma func¢éo resposta em frequéncia
de um sistema de grau Unico de liberdade, ou seja, a frequéncia de uma das respostas maximas €
tomada como uma frequéncia natural. Isso pressupde que a funcao de resposta em frequéncia em
cada faixa € dominada por essa Unica forma modal. Embora o pico de frequéncia represente
também uma forma modal, ndo € possivel determinar 0 modo de vibracéo utilizando o gréfico
(INMAN, 2014; HE e FU, 2001; EWINS, 2000).

A Figura 21 esquematiza o método peak-picking obtido a partir de uma resposta FRF, em

que o(w,) corresponde ao valor da frequéncia natural do modo de vibracéo correspondente, e
o (o, )|/J§ sdo os pontos de meia poténcia, ou seja, a largura da curva da resposta de frequéncia

quando a magnitude |o.(w,)| é 1/+/2 vezes o valor do pico. A diferenca entre @, e @, é a chamada

largura da banda.

Figura 21 — Utilizacdo da FRF no método peak-picking

Receptancia (dB) | a(ey) |

H i | (e, ) |
V2 _'/

—

\ J

Frequéncia @, w, O,

Fonte: Adaptada de He e Fu (2001).

He e Fu (2001) explicam que algumas vezes a determinacdo das frequéncias naturais e
modos de vibrag&o através da FRF ou da PSD é dificultada por ruidos captados no sinal. Em muitos
casos, nem todos os picos sdo de ressonancia e, para a identificacdo correta, pode ser realizada a
sobreposicdo de varias FRF ou PSD.

L A resposta em frequéncia (FRF), também chamada de funcéo de transferéncia, expressa uma relacdo no
dominio da frequéncia entre a for¢a de excitagdo e a resposta de vibracéo, de um sistema linear invariante no tempo.

2 A densidade espectral (PSD), também chamada de espectro do sinal, é uma funcdo utilizada para a anélise
de sinais aleat6rios que representa a densidade de energia para cada faixa de frequéncia e descreve como a variagdo
dos sinais é distribuida no dominio da frequéncia.
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Ja 0 amortecimento é determinado através de dois pontos de meia poténcia em relacdo a
amplitude maxima, cada um localizado em um dos lados do pico de frequéncia. O fator de
amortecimento € entdo obtido pelo chamado método da largura da banda, descrito no item 2.3.5.2.

2.3.5 Obtencéo experimental dos fatores de amortecimento

O efeito de dissipacao de energia em um sistema é um fenbmeno complexo. Assim, muitos
parametros sao utilizados para avaliar o amortecimento de uma estrutura. Como explicam Murray
et al. (2016), o amortecimento de um sistema ndo pode ser calculado e deve ser determinado de
maneira experimental utilizando teécnicas de analise modal experimental que permitem a
caracterizacio detalhada dos parAmetros modais. E possivel fazer essa medigdo utilizando a
decomposicédo da vibragdo apds um ensaio de impacto de calcanhares.

Lima e Santos (2008) destacam que o amortecimento de uma estrutura depende de varios
fatores como o material de que é composta, a disposicao dos elementos ndo estruturais, as ligacdes
entre os elementos estruturais, a técnica construtiva, entre outros. A estimativa do amortecimento
S0 é possivel em estruturas ja finalizadas. Em estruturas em fase de projeto, procuram-se resultados
de estruturas semelhantes em que os amortecimentos ja tenham sido medidos.

Existem muitos métodos para a determinag&o do amortecimento por meio de experimentos
fisicos, mas os mais utilizados sdo o0 método do decremento logaritmico e o método da largura da
banda. Sua escolha depende sobretudo da faixa de amortecimento e de frequéncia de vibracdo da

estrutura.

2.3.5.1 Meétodo do decremento logaritmico

O método do decremento logaritmico é o método mais popular com respostas no dominio
do tempo para mensurar amortecimento. O decremento logaritmico & é obtido pela razdo entre
duas amplitudes sucessivas do sinal decorrente de um impulso simples provocado na estrutura.
Pode ser conceituado como a taxa de reducdo logaritmica que traduz a reducdo do movimento
oscilatorio ap6s um impacto, através da dissipacdo da energia ou pela sua transferéncia para outras
partes do sistema (SILVA, 2007). A Figura 22 mostra a curva de deslocamento de uma certa

estrutura em funcao do tempo de amostragem.
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Conforme Bachmann et al. (1995) o amortecimento pode ser estimado pela Equacgéo (47)

para um sistema com um grau de liberdade. Quanto o amortecimento € baixo (£ <0,1) a relagdo

da Equacao (48) é valida.

aelm(xxn ): 27 (47)

(48)

Figura 22 - Resposta para um simples impulso de uma estrutura vibrando em um modo
dominante de vibragéo
A

m Periodos

Deslocamento x(t)

Fonte: Adaptado de Bachmann et al. (1995).

Enquanto a diminuicdo da amplitude de aceleracdo diante de uma excitacdo qualquer
demonstra a capacidade do piso de dissipar energia, a utilizacdo do impacto como fonte excitadora
tende a excitar um ampla gama de frequéncias, podendo incluir respostas de varios modos
excitados. Nesse caso, pode ser adequada a utilizagéo de filtros de frequéncia do tipo passa-banda
nos sinais de aceleracdo, de maneira a selecionar uma determinada faixa de frequéncia para que o
fator de amortecimento seja estudado de maneira mais precisa (SILVA Jr, 2015). No entanto, caso
haja um modo dominante de vibracéo, a queda pode ser bem suave, proporcionando resultados
coerentes.

O método do decremento logaritmico é utilizado por Zhou et al. (2016) para determinagao
do fator de amortecimento com base nos dados coletados de aceleracdo a partir de um teste de
impacto de calcanhares.
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Cao, Qi e Li (2018), discutem os limites de servigo de um piso com grandes vaos livres em
concreto protendido. Os autores realizam testes experimentais para obter as caracteristicas
dindmicas do pavimento utilizando o teste de impacto dos calcanhares e impactos devido a
atividade humana de correr. Para estimativa do amortecimento, o0 método do decremento
logaritmico é aplicado, e os resultados obtidos sdo comparados com os critérios apresentados no
AISC Design Guide #11 (Murray et al., 2016).

2.3.5.2 Método da largura da banda

O método da largura da banda €é outra forma de calculo do amortecimento em estruturas a
partir de dados experimentais, baseado na resposta em frequéncia. A largura da banda é considerada
a largura da curva da resposta de frequéncia quando a magnitude Q é 1/«/5 vezes o valor do pico
(SILVA, 2007). A Figura 23 apresenta o0 esquema para o calculo do amortecimento por meio deste
método juntamente com a Equacéo (49), em que a largura da banda Aw € dada pela diferenca

entre @, e @,.

Figura 23 — Determinacdo do amortecimento pelo método da largura da banda

Magnitude
[H(w)|

Q \
QN2

Frequéncia m
Fonte: Adaptado de Silva (2007).

_Ldo
2 o,

¢ (49)
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Uma das vantagens desse método é que sua aplicacdo é simples, e permite computar o
amortecimento diretamente dos picos do grafico da FRF ou da PSD, o que pode ser realizado em
campo no pos processamento.

Barrett (2006) ressalta que o método da largura da banda é derivado a partir de curvas de
frequéncia de pavimentos em vibracdo forcada, e que, por vezes, este método pode ndo ser
adequado para métodos simplificados ndo referenciados (quando a forca aplicada ndo pode ser
mensurada).

Clough e Penzien (1995) explicam que a maior desvantagem do método é que o grafico
deve ser preciso em torno do pico ressonante. Assim, é necessario um bom controle de qualidade
nas medigdes das aceleragdes, e uma boa resolugdo dos equipamentos de medigéo para estimativa
precisa dos picos. Outra desvantagem é a dificuldade de estimar o amortecimento em modos de
vibracdo proximos. Quando os picos de frequéncia estdo préximos um do outro, a largura da banda
pode ser distorcida pela presenca dos outros picos, que tem o efeito de alargar os picos vizinhos e
aumentar o valor do amortecimento estimado.

Carmona, Avila e Doz (2017) verificaram a performance de um amortecedor massa-mola
no controle de vibragdes excessivas em pavimentos através de um estudo numérico e experimental,
com vibracdes livres e forgadas em uma plataforma para testes dindmicos. Para fins de comparacao
dos resultados de amortecimento com ou sem a utilizacao do dispositivo, utilizaram o método da
largura da banda para célculo do pardmetro modal. Da mesma forma, Zhang, Xu e Qin. (2017)
propdem um modelo para representar um sistema de piso leve amortecido com ocupantes. O
método visa a obter as propriedades dinamicas que posteriormente sdo comparadas com resultados
historicos e resultados experimentais. Para a avaliacdo do amortecimento os autores utilizam o

método da largura da banda.

2.4 Método dos Elementos Finitos (MEF)

Introduzido formalmente por Clough em 1960, o0 Método dos Elementos Finitos (MEF) foi
desenvolvido originalmente para andlise estéatica de estruturas, mas desde entdo ampliou suas
aplicac@es significantemente, principalmente devido ao desenvolvimento computacional. Este €
um metodo moderno muito utilizado em simula¢fes computacionais que permite averiguar o
comportamento de sistemas submetidos a diversos fendmenos fisicos, e que, devido ao seu custo e
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eficiéncia, se tornou uma das principais ferramentas para a solucdo desde estruturas simples até
estruturas complexas que possuem dificil solucdo através de métodos analiticos (SORIANO,
2009).

Este método de analise é aplicavel nos mais diversos ramos da engenharia como, por
exemplo, na andlise do comportamento de estruturas submetidas a carregamentos estaticos e
dinamicos, transferéncia de calor, vibracdes mecanicas e testes de impacto, otimizacéo, etc.

Algumas das vantagens da utilizacdo do método séo: facilidade em modelar sistemas com
formatos irregulares; lidar com diferentes tipos de carregamento sem dificuldade; modelar
estruturas compostas por diferentes materiais; aplicagdo de diferentes tipos de restricbes ao
movimento em um mesmo modelo; incluir efeitos dindmicos nos modelos analisados; estudar o
comportamento ndo linear de sistemas e a utilizacdo de materiais nédo lineares.

No MEF, uma estrutura complexa com varios graus de liberdade é representada por um
namero finito de elementos mais simples de resolucao simplificada. Para isso, 0 dominio global é
dividido em subdominios menores chamados de elementos, e o procedimento de divisdo da
estrutura é chamado de discretizacdo. Cada um desses elementos € muito simples e possui equacdes
do movimento que podem ser facilmente resolvidas ou aproximadas. Os elementos possuem sua
forma definida através de pontos chamados nos ou pontos nodais que conectam ele com outros
elementos. O conjunto de elementos finitos e nds é chamado de malha de elementos finitos
(PEPPER; HEINRICH, 2017).

A equacao que existe sobre o0 dominio é resolvida nos pontos nodais, assumindo que o valor
da funcdo em qualquer ponto interno ao elemento pode ser definido em termos das variaveis nodais
do elemento. Essas variaveis nodais sdo chamadas de graus de liberdade. Apesar dos elementos
serem unidos por seus nds em comum, assume-se que 0s elementos s&o continuos através das suas
fronteiras, dessa forma, cada uma dessas solucbes polinomiais é compatibilizada com as solucdes
adjacentes nos nés comuns a dois elementos. Na andlise dindmica, as solucdes sdo reunidas,
resultando em matrizes globais de massa e rigidez, que descrevem a vibracdo da estrutura como
um todo. Os pontos nodais sdo referéncias para avaliagdo da funcdo e ndo representam pontos
fisicos de conexao dentro do dominio (INMAN, 2014).

Na modelagem dindmica de uma estrutura € muito importante o conhecimento das
caracteristicas da estrutura pois a complexidade dos dados de entrada requer que sejam feitas certas

consideragdes mais complexas que aquelas feitas para uma analise linear. O modelo global precisa
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conter detalhes suficientes para caracterizar as propriedades de massa e rigidez da estrutura.
Analises dinamicas por elementos finitos pode ser agrupadas em trés principais categorias: (a)
analise modal, que calcula as frequéncias naturais e modos de vibragao de um sistema em vibracao
livre; (b) analise harmonica, que calcula a resposta de um sistema submetido a uma forc¢a senoidal,
(c) analise transiente, que calcula a resposta de um sistema submetido a uma forca ndo harménica,
variante no tempo. Nos trés tipos de analise, os primeiros modos de vibracdo e frequéncias naturais
podem ser obtidos com modelos menos detalhados do que para modos relacionados a frequéncias
mais altas.

Para a construcdo de um modelo inicia-se com o pré-processamento onde sao definidos os
tipos de elementos utilizados, a malha de elementos finitos e aplicadas as condicdes iniciais e
carregamentos. Em seguida vem a fase de solucdo em que os dados de entrada séo colocados no
formato de matrizes e resolvidos numericamente. A solucdo para um sistema de multiplos graus de
liberdade é governada pela Equacdo (13), discutida anteriormente. Por fim se da a fase de pos-
processamento, que envolve a apresentacdo do sistema resolvido de maneira gréfica e numérica,
além de informacdes sobre os erros ocorridos durante a solugéo.

Conforme He e Fu (2001), o modelo resultante na forma de matrizes de massa e rigidez
pode ser utilizado para anélise e previsdo de sensibilidade devido a mudancgas estruturais. No
entanto, devido a complexidade, ndo se pode esperar que 0 modelo em elementos finitos seja
fielmente representativo. E essencial fazer medig®es na estrutura, derivar seu modelo modal e usa-
lo para correlacionar com o modelo em elementos finitos. Os autores explicam que o modelo modal
obtido pela experimentacdo, embora incompleto pela falta de varios modos de vibracao e locais
medidos, representa 0 comportamento dindmico real da estrutura. Assim, ele pode ser usado para
ajustar o modelo FE, caso haja discrepancias entre eles.

Nesse caso, a calibracdo visa a ajustar os parametros de entrada do modelo dentro de
intervalos confiaveis por meio de um exercicio iterativo, minimizando as diferengas entre 0s
resultados. Conforme Floden (2016), a calibracdo é geralmente realizada em subsistemas do
modelo para isolar erros em parametros especificos. O primeiro passo para a calibragdo € a
realizacdo de uma analise de sensibilidade paramétrica para estudar os efeitos que a variacdo de
um determinado pardmetro de entrada pode ocasionar nos resultados, utilizando uma variagdes

nesse parametro.
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Apos a calibragdo, ha o processo de validacdo em que se da a comparagdo entre 0S
resultados obtidos pelo modelo numérico e aqueles obtidos por uma analise alternativa. Caso 0s
resultados previsto coincidam de forma razoavel, conclui-se que o modelo é validado.

Por Gltimo, a adequacdo entre as respostas originadas da analise por elementos finitos e por
um segundo método é utilizada como uma medida para julgar ndo apenas o desempenho da
calibracdo e da selecdo do modelo, mas também a sua eficacia como uma ferramenta preditiva.
Floden (2016) explica que nenhum modelo é uma representacdo exata de um estrutura real, no
entanto, através da validacao, pode-se determinar o grau de precisdo que um modelo representa em
relacdo a estrutura real, e utilizar o modelo matematico para generalizacao.

Com a complexidade da analise dos mais variados tipos de estrutura, pesquisadores vem
buscando técnicas para representar os sistemas através de modelos computacionais que fornegcam
outputs confidveis. Na area da dindmica das estruturas, pesquisadores tém buscado a validacdo dos
modelos através da realizacdo de ensaios experimentais, ou através de formulacdes analiticas.

Dias (2003), visando a contribuir no aprimoramento da anélise de lajes nervuradas, realizou
um estudo numérico amplo em que verifica a consideracdo da excentricidade existente entre o eixo
longitudinal da nervura e o plano médio da laje, utilizando o software ANSYS 5.5. O autor utiliza
diversos modelos mecanicos para considerar a excentricidade: utilizando elemento finito de viga
tridimensional para discretizagdo das nervuras; utilizando modelagem tridimensional onde
discretiza tanto a placa quanto as nervuras com elementos de casca; utilizando o modelo
simplificado da Teoria de Placa Ortotrépica Equivalente, representando a laje através de uma laje
macica com espessura equivalente; por meio de modelo simplificado de grelha, considerando as
nervuras concéntricas, com secdo T equivalente. Apds a andlise de varios modelos diferenciados,

a configuracao que melhor representou a estrutura é apresentada na Figura 24.

Figura 24 - Representacdo esquematica do Modelo 4 de DIAS (2003)
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Fonte: Adaptado de Dias (2003).




74

No modelo anterior, as nervuras e a laje sdo discretizadas por elementos de casca SHELL,
elemento plano com seis graus de liberdade por no, trabalhando a flexdo e tensdo, em um modelo
tridimensional. Dias (2003) salienta a necessidade em se considerar a excentricidade entre as
nervuras e a capa de concreto com a utilizagédo de modelos tridimensionais mais realistas.

No estudo de vibracGes, Barrett (2006) propds um conjunto de técnicas de modelagem
computacional em software de elementos finitos que auxilia na avaliacdo das condi¢des de servico
em relacdo as vibragdes para lajes do tipo steel deck. As técnicas incluem recomendacdes para
representar a massa, rigidez, condi¢des de apoio e fatores de amortecimento para sistemas de piso.
Os modelos foram validados utilizando resultados obtidos por uma analise modal experimental.

Davis (2008) utilizou o MEF para estudar as vibracbes em pisos de baixa frequéncia,
visando a apresentar trés métodos simples para utilizacdo na fase de projeto de avaliagdo das
vibracdes em edificacbes. Os trés métodos buscam prever os parametros de frequéncias naturais,
modos de vibracdo, magnitude da aceleracdo e resposta ao caminhar humano nos sistemas
estudados. O autor realizou a validagdo dos modelos através das respostas obtidas por uma analise
modal detalhada e entdo comparou os resultados com limites de conforto e seguranca em estruturas.
Tratando das propriedades modais, o autor afirma que os métodos desenvolvidos através da analise
por elementos finitos sdo capazes de prever corretamente as frequéncias naturais das amostras de
forma acurada.

Cabe citar também diversos trabalhos como: Braido e Pravia (2015), que utilizaram a
modelagem computacional como forma de validacdo de resultados experimentais, obtidos com a
utilizacdo de celulares e acelerdmetros, de parametros de vibracdo em pontes de concreto; Kralik
e Kralik Jr. (2017) estudaram o problema de vibrac6es do ponto de vista do conforto humano em
edificios altos utilizando anéalise experimental e simulacdes numéricas com software comercial
ANSYS através do qual sdo feitas analises deterministicas e probabilisticas; Allahyari et al. (2018)
utilizaram técnicas de analise modal experimental e modelos em elementos finitos para fazer
comparacOes entre as propriedades dindmicas de lajes steel deck de concreto normal e leve;
Casagrande et al. (2018), através de dois estudos de caso, comparam a performance de lajes
compdsitas de concreto e madeira (TCC) e lajes de madeira laminada colada (CLT) utilizando

abordagens analiticas, numéricas e experimentais.
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2.5 Critério de Aceitabilidade dos Niveis Vibratorios em Estruturas de Concreto

Buscando atender desempenho estrutural e para que o conforto humano seja assegurado nas
edificacOes, ao longo dos anos foram criados varios critérios que estabelecem niveis maximos de
vibragdes para os diversos ambientes de uma edificagdo, garantindo condigdes minimas aceitaveis
em servico. As normas e guias atuais quantificam os niveis de vibracéo principalmente em termos
de aceleragéo de pico, aceleracdo RMS e frequéncia natural.

Bachmann e Ammann (1987) dividem os critérios de vibracGes em edificacbes em trés
categorias: critérios estruturais, critérios fisioldgicos e critérios de producdo. Pelo fato das
estruturas estudadas tratarem-se de ambientes residenciais, as duas primeiras situacfes sdo de
principal interesse nesse trabalho.

No primeiro caso, as vibracGes induzidas por atividades humanas, trafego de veiculos,
maquinario, entre outros, podem causar tensdes e deformacBes nos elementos estruturais e nao
estruturais das edificagdes. No entanto, vibragbes continuas podem causar também problemas de
fatiga e sobrecarga dos elementos estruturais.

Ja os critérios fisioldgicos tratam do efeito das vibragbes considerando o conforto dos
ocupantes. A sensibilidade humana as vibragdes € um assunto complexo que depende de uma série
de circunstancias como, por exemplo, o posicionamento da pessoa, o tipo de atividade que causa
vibracdo, frequéncia e duracdo da exposicdo, grau de amortecimento da estrutura, e por esse fato
h& uma série de publica¢bes que visam a estabelecer limites aceitiveis que proporcionem bem-
estar humano. A seguir sdo apresentados os principais critérios abordados no estudo de vibracdes

nas edificacodes.

2.5.1 ABNT NBR 6118 (2014): projeto de estruturas de concreto

Tradando-se de critérios estruturais, os efeitos das vibragdes podem causar tensdes e
deformacbes ndo somente nos elementos estruturais, mas principalmente nos elementos nao
estruturais em edificagdes. As vibragdes continuas podem conduzir ainda, a problemas de fatiga e

sobrecarga nos elementos mais solicitados.
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A ABNT NBR 6118 (2014) busca atender o desempenho estrutural em servico no que tange

vibragdes em estruturas, através da definicdo de uma frequéncia fundamental minima. Para isso,

recomenda manter a frequéncia natural f, da estrutura o mais afastada possivel da frequéncia

critica f_;,, que depende da ocupagéo e do tipo de excitacdo o qual o pavimento é exposto. A
condigdo minima sugerida é definida a Equacdo (50).
fn > l’ 2 fcrit (50)

Os valores apresentados na Tabela 2 podem ser adotados para a frequéncia critica na falta

de valores experimentais.

Tabela 2 — Frequéncia critica para vibracdes verticais para alguns casos especiais de estruturas
submetidas a vibracdes pela acdo de pessoas.

Caso foie (H2)
Ginasio de esportes e academias de ginastica 8,0
Salas de danca ou de concerto sem cadeiras fixas 7,0
Passarelas de pedestres ou ciclistas 45
Escritdrios 4,0
Salas de concerto com cadeiras fixas 3,5

Fonte: ABNT NBR 6118 (2014, p.193).

Em casos especiais, pode ndo ser suficiente afastar a frequéncia natural da estrutura da
frequéncia critica de cada ambiente, tornando-se necessario aumentar a massa ou 0 amortecimento
modal da estrutura para que parte da energia envolvida seja absorvida. Nesse caso, a norma

recomenda que seja feita uma andlise dindmica mais precisa das condi¢des do pavimento.

2.5.2 ABNT NBR 8800 (1986): projeto e execugéo de estruturas de ago em edificios

Quanto aos efeitos fisioldgicos, o efeito das vibragBes nos seres humanos € um assunto
complexo pois depende de uma série de circunstancias (como idade, sexo, tempo de exposi¢éo,
etc.) que podem variar de pessoa para pessoa ou até mesmo entre ambientes. Muitas normas e guias
tem tentando encontrar critérios realisticos que diminuam os efeitos das vibracdes nos seres
humanos.

A ABNT NBR 8800 (1986), no Anexo N, trata dos estados limites de utilizacdo

relacionados as vibra¢fes em pisos. Embora a norma tenha sido atualizada em 2008, esta aborda o
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assunto de maneira mais superficial ndo trazendo limites bem definidos. Com base na amplitude
da aceleracdo de pico obtida através de ensaios experimentais, estabelece a frequéncia natural de
pisos para vibragdes continuas e para vibragdes transientes decorrentes do caminhar de pessoas,
associadas a fatores de amortecimento. A Figura 25 oferece um limite médio de percep¢do em
termos de aceleracdo de pico que pode ser utilizado para aproximacdo para um limite de
desconforto de projeto em casos de residéncias, escolas e escritorios. A norma sugere que em
lugares onde se requer maior nivel de concentracdo, como em salas de cirurgia e laboratérios, o
limite da aceleracdo de pico deve ser mais baixo. Ja em ocupag¢es industriais o limite pode ser

maior.

Figura 25 - Limites de desconforto (em termos de aceleragédo de pico) causado por vibracdes em
pisos de edificios residenciais, escolares e comerciais, devidas ao caminhar humano
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Fonte: Adaptado de ABNT NBR 8800 (1986).
Em pisos residenciais leves ou naqueles que possuem grandes vaos livres, as vibracoes
continuas oriundas das atividades humanas podem significar um problema, uma vez que as pessoas
sdo capazes de produzir forcas periddicas com frequéncias no intervalo de aproximadamente 1Hz

a 4Hz, e, portanto, frequéncias naturais de pisos inferiores a 5Hz devem ser evitadas. A situagdo é
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agravada quando o pavimento € submetido a atividades muito repetitivas, podendo resultar em
ressonancia. Nesses casos € recomendavel que a frequéncia natural minima seja de 10Hz, exceto
se houver bastante amortecimento.

Além das vibracdes continuas, as vibracGes transientes oriundas do impacto do caminhar
humano ocorrem frequentemente nos sistemas de pisos causando vibragdes indesejadas onde ha
pouco amortecimento, como em residéncias, escolas e escritérios. As lajes de concreto mais
sensiveis sdo aquelas com vigas de véo entre 7,5 m e 20 m e frequéncias naturais entre 4 Hz e 15
Hz. Nesses pisos, as divisorias, quando localizadas adequadamente, proporcionam amortecimento
suficiente para evitar vibragOes excessivas. As vibragdes podem representar um problema em
construcdes sem divisdrias ou com baixo amortecimento.

A norma comenta que a obtencao da frequéncia natural e amortecimento pode ser realizada
através de um teste de impacto dos calcanhares e caso ndo seja possivel realizar ensaios
experimentais, a frequéncia fundamental deve ser estimada através da Equacédo (51) para sistemas

simplesmente apoiados com vigas em uma so direcéo.

El,

L4

f =157 (51)

f. : frequéncia natural;

E : mddulo de elasticidade longitudinal do aco (MPa);

I, : momento de inércia da secdo do concreto transformada (mm?*);

L : véo da viga (mm);

M : massa da se¢éo considerada, por unidade de comprimento, ao longo do véo.

Em relacdo a estimativa do amortecimento, pisos em ago e concreto ndo mistos, sem
divisorias, possuem amortecimento de 3% a 4% do amortecimento critico. J& em pisos mistos com
interacdo total, o amortecimento serd de 2% do amortecimento critico. Acabamentos de pisos,
tapetes, mobilias, e outros componentes, podem aumentar 3% ou mais 0 amortecimento.
Disposicdo de divisorias, tanto acima quanto abaixo do piso, proporcionam amortecimento mais
eficiente, especialmente se colocadas em ambas as direcdes. As divisorias colocadas sobre apoios,

ou paralelas as vigas de apoio da laje e distanciadas entre si mais do que 6 m, podem ndo ser
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eficientes, porque as linhas nodais de vibracdo formam-se sob as préprias divisérias (ABNT NBR
8800, 1986). Na Tabela 3, sdo indicados os valores de calculo para o amortecimento.

Tabela 3 — Amortecimento dos pisos em percentual do amortecimento critico.
Amortecimento em
percentual do critico
Piso ndo acabado 3%
Piso acabado (incluindo revestimentos,

e 6%
forro, dutos e mobiliario)
Piso acabado com divisorias 12%

Fonte: ABNT NBR 8800 (1986, p.111).

Tipo de Piso

A norma recomenda que a aceleracdo de pico, na falta de dados experimentais, pode ser
determinada pelas Equacdo (52) para concreto normal, e pela Equagéo (53) para concreto leve,

expressas em razao da aceleragéo da gravidade.

o = 68800 f_ 6

° Lt(t+25,4) (52)
88500 f_

(53)

a=—"-"
L(t+25,4)

f. : frequéncia (Hz);

L : vao (m);

t : espessura efetiva da laje de concreto (mm).

2.5.3 AISC Design Guide #11 (2016) — vibrations of steel-framed structural systems due to

human activity

Entre os critérios para determinar o conforto dos ocupantes diante das vibragdes, a norma
ISO 2631-2 (1989) apresenta uma curva base de limite de aceleragdo RMS, a partir do qual séo
utilizados fatores de multiplicacdo em funcéo do tipo de edificagdo e sua ocupagdo. O guia AISC
Design Guide #11 (Murray et al., 2016), um guia vastamente utilizado na América do Norte e em
diversos outros paises, sugere limites a partir dessas curvas base, apresentando as curvas ja com 0s
fatores de multiplicacéo aplicados, conforme observado na Figura 26, em termos de aceleracao de

pico.
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Por exemplo, para um limite de aceleracdo de pico de 0,5% g é utilizado para escritorios e
residéncias com frequéncias na faixa de 4,0 a 8,0 Hz. A 1SO 2631-2, em sua verséao atualizada de
2003, ndo traz limites bem definidos para as vibracGes, e por esse motivo ndo é abordada nesse
trabalho.

Para prever a aceleracdo maxima de um pavimento diante da atividade do caminhar, o AISC

Design Guide #11 (Murray et al., 2016) traz um método de calculo manual simplificado em pisos
de baixa frequéncia ( f, <9,0 Hz), que séo os que podem causar maior desconforto ao usuario. A
avaliacdo resulta da comparacdo entre a aceleracdo méxima do pavimento, com os limites de

conforto mostrados na Figura 26, como uma razao da aceleracdo gravitacional. A comparacao €
representada pela desigualdade da Equacéo (54).

a 0,351,
P _ Poe— < Y (54)
g AW g

a, / g : razdo entre a aceleracdo do piso e a aceleracdo da gravidade (m/s?);
a,/9 : aceleragio limite recomendada de acordo com a curva limite (%g);
P, : amplitude da forga em Ib. Depende da tipologia do piso;

f. :frequéncia natural fundamental do sistema (Hz);

. fator de amortecimento modal;

W : massa efetiva do pavimento (kN).

Figura 26 - Limites de tolerancia para conforto humano
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Fonte: Adaptada de Murray et al. (2016).
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Da Equacdo (54), P, =0,83RQ. Q representa o peso do corpo humano (valor recomendado

de 157 Ib.), e R é um fator de reducéo com valor de 0,5 para estruturas de piso para formas modais
bidirecionais e 0,7 para formas modais unidirecionais.

O lado esquerdo da equacao representa a aceleracdo de pico computada dentro de uma area
devido ao caminhar humano, expressa como uma fragao da aceleragéo gravitacional. O lado direito
representa o nivel de tolerancia a aceleracdo de pico, também expressa como uma fracdo da

aceleracdo gravitacional. Na falta de valores de g, pode-se utilizar a Tabela 4 para o célculo

acumulativo do fator de amortecimento.

Tabela 4 — VValores recomendados de fator de amortecimento

Componente Y53
Sistema estrutural 0,01
Forro e sistemas de duto 0,01
Escritorios 0,005-0,01
Igrejas, escolas e shoppings 0,02
Paredes de dry wall 0,02 - 0,05*

*Depende do nimero de divisorias e sua localizagdo. Proximas
ao centro da laje proporcionam maior amortecimento.
Fonte: Adaptado de Murray et al. (2016).

Pisos com frequéncia ( f, > 9,0 Hz) ndo sofrem ressonancia devido ao caminhar humano.

A resposta ao caminhar assemelha-se a uma série de impulsos correspondentes a passos

individuais. O critéerio a ser satisfeito para esses pisos e dado pela Equacéo (55).

Aespa < 3

55
0 g (55)

Da equacdo anterior, a aceleragdo a.s, € chamada aceleracdo de pico equivalente. Os
limites apresentados pelo guia sdo expressos em termos de amplitudes senoidais 0 que requer que
a aceleragdo de pico a, seja convertida. Para isso primeiro define-se a resposta senoidal
correspondente a um passo, computa-se a aceleragio RMS da onda e entdo multiplica-se a

aceleracdo RMS por /2, que é a razdo entre a aceleracdo de pico e aceleracido RMS. Assim, aggpp

é dada pela Equacdo (56) em que h representa o harmonico da frequéncia do passo que coincide

com a frequéncia natural (Tabela 5).
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1.43 e
Aespa :(ﬁj fstep 1-¢™ i (56)

g W )£ hzp

Tabela 5 — Harmonico do passo coincidindo com a frequéncia natural em pisos de alta frequéncia

f, (Hz) h
9,0-11,0 5
11,0-13,2 6
13,2-15,4 7

Fonte: Adaptado de Murray et al. (2016).

Esse critério é recomendado para pisos com frequéncia natural fundamental entre 9,0 e 15,0
Hz. Os autores comentam que ndo ha registros de vibracGes que causem desconforto aos seres

humanos em pisos com frequéncia superior a 15,0 Hz.
2.5.4 PCI Design Handbook (2004) — precast and prestressed concrete

Este € um guia norte americano que oferece limites para a consideracdo das vibracdes em
pavimentos em termos de uma frequéncia natural minima, fator que depende da aceleracédo de pico
(em razdo da aceleracéo gravitacional), massa do pavimento, condi¢6es de apoio, ambiente em que
a vibracdo ocorre, interacao entre os elementos estruturais e o grau de amortecimento.

Os guia fornecem uma formula empirica baseada nos efeitos ressonantes da atividade de
caminhar para determinar a frequéncia natural minima do sistema de piso necesséaria para prevenir

vibracdes indesejadas, conforme Equacao (57).

K
f, > 2.86{In (Wﬂ (57)

p - fator de amortecimento;

W : massa do pavimento (kN).

A Tabela 6 fornece valores recomendados pela literatura para a constante K , e valores para

0 amortecimento g para utilizacdo na Equacgédo (57), ou para fins de comparacdo com valores

experimentais.
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Tabela 6 — Valores de K e g para uso na Equagéo (57)

Ambientes afetados pelas vibragdes K Y23
0.022
Escritorios, Residéncias, Igrejas 58 0.03°
0.05°¢
Shopping Centers 20 0.02
Passarelas externas 8 0.01

a. Para pavimentos com poucos ou nenhum componentes ndo estruturais ou
mobiliario, areas abertas e igrejas;

b. Para pavimentos sem elementos ndo estruturais ou mobiliérios, cubiculos;

c. Em pavimentos com divisorias até o teto.

Fonte: PCI (2004).
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3 MATERIAL E METODOS

Neste topico é apresentada a metodologia utilizada para a realizagdo dos ensaios dindmicos
experimentais de vibracdo, do calculo manual simplificado pelas formulacGes para placas
isotrépicas e ortotrépicas, da modelagem computacional em software de elementos finitos, e
demais procedimentos para o desenvolvimento da pesquisa. Apresenta-se também uma breve

descricdo dos equipamentos e ferramentas utilizados, e a forma de processamento dos resultados.

3.1 Caracteristicas dos Sistemas de Pisos

Para realizacdo da pesquisa, foram selecionados dois sistemas de piso em concreto armado:
lajes nervuradas e lajes pré-moldadas trelicadas.

Foram levantados os materiais, sistemas construtivos e propriedades estruturais de cada
uma das edificacOes, as caracteristicas geometricas de cada uma das lajes, e a utilizagdo de cada
sistema de piso, objetivando identificar parametros indispensaveis para caracterizacdo das
estruturas e avaliar os niveis perceptiveis de vibragdo. Essas propriedades sdo apresentadas nos

itens a seguir.

3.1.1 Lajes nervuradas (LN)

Nessa pesquisa, 26 lajes nervuradas foram selecionadas para realizagdo dos ensaios
experimentais, calculos analiticos e modelagens numérica. Essas lajes pertencem a trés diferentes
edificacdes e foram designadas com a terminologia LN, enumeradas por ordem de amostragem.

A Figura 27 representa a terminologia utilizada na descri¢do das principais dimensdes das

lajes nervuradas.

As lajes nervuradas possuem nervuras com altura h, nas duas direcGes, sobre as quais ha

uma camada de concreto com espessura h, . O espagamento entre os eixos das nervuras é designado

por S, alarguradas nervuras é representada por b, e h é a altura final da laje. Como todas as lajes
nervuradas sdo simétricas nas direcdes X e Y , as dimensdes S, b e | sdo as mesmas nos dois

sentidos.
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Figura 27 - Esquema geométrico das lajes nervuradas
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Fonte: Autor.

As lajes LNO1 a LN10 séo lajes de um pavimento tipo, pertencentes ao Edificio 1. Esta
edificacdo estava em construcdo, em fase de acabamentos. Os pisos ceramicos ja haviam sido

aplicados e o pavimento possui divisores de ambiente em drywall. A resisténcia caracteristica do
concreto f, é de 30,0 MPa e os espagos entre as nervuras foram preenchidos com EPS.

As lajes LN11 a LN21 pertencem a dois pavimentos que compdem um apartamento duplex,
ndo ocupado, no Edificio 2. O f, do concreto utilizado nas lajes é de 25,0 MPa e o material de

preenchimento dos espagos entre as nervuras é EPS.

As lajes LN22 a LN26 s&o lajes localizadas no Edificio 3, destinadas a utilizagdo como
salas de aula. A edificacdo ja estd em uso e as lajes sdo ocupadas por mesas e cadeiras escolares,
pesando cerca de 5,0 kgf/m?, conforme informacdes do fabricante. A resisténcia do concreto f, é
de 25,0 Mpa, e 0s espagos entre as nervuras sdo preenchidos com EPS.

A Tabela 7 traz as vinculagdes das lajes nervuradas, definidas de acordo com o item 3.4.

Na tabela, S representa borda simplesmente apoiada e C borda engastada. As dimensdes que
compdem a geometria também sdo apresentadas, assim como as alturas equivalentes h, calculadas

atraves do método usual, por meio da Equagéo (1). Esses aspectos podem ser observados também

no Apéndice C.
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Tabela 7 — Resumo das caracteristicas geométricas das lajes nervuradas (dimensdes em cm)

Condigéo

- 1/3
Laje de apoio L B S b ht hc h he _ (121/5)

LNOL  S-C-S-S 6330 3030

LNO2 S-C-C-C 8885 4880
Edificio 1 LNO3  S-C-S-C 10905 363,0
LNO4 S-C-S-C 7015 4915

— ; LNO5 S-C-C-C 6715 3695
T 650 7.0 210 50 260 1624

m——— /L — X LNO6 S-C-S-C 8610 3030

e LNO7 C-C-S-S 10045 488,0

= LJ LNO8  S-C-S-S 10045 3825

LNO9 S-C-S-C 4210 3530

LNI0O S-C-C-C 6395 419,0

LNI1T S-CS-C 4080 3630

LN12 S-C-S-C 4080 3180

LN13 S-C-C-C 3390 1880

Edificio 2 LN14 C-C-C-C 3530 3380

59 ~ LNI5 S-C-C-C 4730 3530
= — { . LNI6  SCSS 3380 2100 500 90 120 50 170 1121

<1 | LN17 S-C-S-S 2180 128,0

:"L'L' LN18 S-C-S-C 4080 318,0

LN19 C-C-C-C 3530 3380

LN20 S-C-S-C 3530 2015

LN21  SC-SS 3380 2180

Edificio 3 LN22 SC-5S 12520 8050

. 60 . LN23 SCSC 950 8050
x F 7 = . . ]x LN24 SCSS 9600 8050 600 100 150 50 200 1354

1 LN25  S-C-SS 9650 8050
|4 LN26  S-C-S-C  960,0 805,0

13,54

Fonte: Autor.
3.1.2 Lajes pre-moldadas trelicadas (LP)

Os procedimentos para realizacdo da pesquisa foram efetuados também em 26 lajes pré-
moldadas compostas por vigotas trelicadas e material inerte de enchimento. As lajes compdem os
sistemas de piso de trés diferentes edificacbes e foram designadas com a terminologia LP,
enumeradas em ordem sequencial por amostragem.

A Figura 28 representa a terminologia utilizada na descricdo das principais dimensdes das

lajes.
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Fonte: Autor.

Nessas lajes, as vigotas pré-moldadas trelicadas sdo distribuidas em uma direcéo
(geralmente na diregdo do vdo menor B)) e concretadas monoliticamente com uma capa de concreto
superior as nervuras com espessura h_ . O espacamento entre os eixos das nervuras é dado por S,
a largura das nervuras é representado b, e h é a altura final da laje.

As lajes LPO1 a LP07 sdo lajes de um pavimento tipo, no Edificio 4. Esta é uma edificacdo

finalizada e ndo havia nenhum tipo de ocupacdo durante as medigdes. O espagamento entre as
vigotas é preenchido com lajota ceramica. O concreto utilizado possui resisténcia caracteristica f,

de 20,0 MPa.

As lajes LP08 a LP22 pertencem ao Edificio 5. Os elementos de enchimento sdo em EPS,
e as lajes sdo executadas com concreto com f, de 25,0 MPa. Entre estas, a laje LP15 é uma laje

com altura maior que as demais, utilizando trelicas e capa de concreto com dimensdes
diferenciadas.
As lajes LP23 a LP26 pertencem ao Edificio 6, e sdo lajes de um pavimento em construcao,

com o contrapiso finalizado. O espagcamento entre as vigotas é preenchido com EPS, e o concreto
utilizado possui resisténcia caracteristica f, de 25,0 MPa. Entre estas, a laje LP23 possui altura

maior que as demais, com trelicas e capa de concreto com dimensdes diferenciadas.

A Tabela 8 apresenta um resumo das caracteristicas geométricas das lajes pré-moldadas
trelicadas e valores das alturas equivalentes h, calculadas pelo método usual. As condigdes de

apoio dessas lajes podem ser observadas no Apéndice D.
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Tabela 8 — Resumo das caracteristicas geométricas das lajes pré-moldadas trelicadas
(dimensbes em cm)

. Condicéo 13
Laje de apgio L B S hl hc h he = (121/5)

LPO1  S-C-SS 5170 3310
Edificio 4 LP02  S-C-SS 2660  246,0
42 LPO3  S-C-SS 3170 2950

« o LPO4 S-C-SS 3100 1850 420 80 40 120 9,43
S Aegin, T T LP0S C-CSS 3265 2560
R LPO6 C-C-S-S 4040 3265
LPO7  S-C-SS 3585  336,0
LPO8  S-C-SS 6960 527,5
LPO9 C-C-S-S 7160 6650
LP1I0  S-C-SS 6960 527,5

LP11  C-C-S-S 8660 4325 490 160 40 200 1510
o LP12 SC-SS 6710 5625
Edificio 5 LP13  S-CSS 6710 5625
43 LP14 S-C-SS 9210 4525

X ap— LPI5 C-C-S-S 8660 8675 490 200 50 250 18,87
o LIAT LP16  S-C-S-S 9210 4525
s \[\] LP17 S-C-SS 8890 457,0
e LP18 C-C-S-S 3895  386,0

LP19 C-C-S-S 4825 5195 490 160 40 200 1510
LP20 C-C-S-S 5400 3330
LP21  C-C-S-S 5435 5400
LP22  C-C-S-S 5005 3055

Edificio 6 LP23  S-C-SS 3400 1960 490 160 50 210 1645
49 LP24  S-SS-S 4340 3890

S o g e e T LP25  S-SS-S 2000 191,0 490 80 50 130 10,22
S| WS LP26  S-5S-S 2300 1210

Fonte: Autor.

3.2 Descricgdo dos Procedimentos Metodoldgicos

O presente trabalho conta com a analise experimental, analitica e numérico computacional

de lajes nervuradas e pré-moldadas, estimando seus parametros modais de frequéncia natural e

amortecimento.

Primeiramente, foram utilizadas técnicas de analise dindamica experimental por meio de

ensaios de impacto para o registro da aceleracéo das lajes. Esse parametro permitiu a obtencéo das

frequéncias naturais e dos amortecimentos. O procedimento iniciou-se com um ensaio de impacto
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dos calcanhares, e, utilizando um acelerémetro e um dispositivo de celular, obteve-se a aceleragdo
no dominio do tempo. Com os dados de aceleracdo foram obtidas as frequéncias naturais, pela
transformada de Fourier.

Os fatores de amortecimento foram obtidos a partir dos resultados experimentais obtidos
pelo acelerémetro, com a utilizacdo do método do decremento logaritmico e do método da largura
da banda. A fim de avaliar as vantagens da utilizacdo de filtros de frequéncia na obtencdo dos
fatores de amortecimento, os dados de aceleracdo foram passados em filtros de frequéncia. Nos
estudos de vibragdes é comum a utilizacéo de filtros de frequéncia para retirar ruidos presentes no
sinal ou para estudar os fatores de amortecimento em determinada banda de frequéncia de maneira
mais acurada.

As frequéncias naturais para os dois sistemas de piso foram também obtidas através do
calculo manual, pelas equacgdes simplificadas para lajes isotropicas e ortotropicas descritas no item
2.2.6. Para isso, primeiramente as lajes foram transformadas em lajes macicas de espessura
constante e inércia equivalente, o que permitiu o célculo das frequéncias naturais pelas formulacdes
para lajes isotropicas, que considera a suposicdo de placas finas com espessura uniforme.
Posteriormente o célculo das frequéncias foi realizado utilizando as consideraces para lajes
ortotropicas, por meio das equacdes para grelhas e lajes com enrijecedores unidirecionais.

Por fim, foram desenvolvidos os modelos computacionais utilizando elementos de casca
das lajes em estudo, que permitiram a validacao das frequéncias naturais experimentais e analiticas,
e a obtencdo dos modos de vibragéo.

Apresentam-se discussdes dos pardmetros obtidos por meio dos métodos experimentais,
numeéricos e analiticos, e sdo abordados aspectos relevantes sobre os fatores de amortecimento e
modos de vibragdo das estruturas. Com base nos resultados, as lajes s&o avaliadas conforme os
limites aceitaveis de vibragGes em estruturas apresentados na revisdo da literatura. A Figura 29

mostra o fluxograma com as etapas para o desenvolvimento da pesquisa.



Figura 29 - Fluxograma com as etapas da pesquisa
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3.3 Procedimento Experimental

Para obter as caracteristicas dindmicas dos sistemas € preciso excitar a estrutura através de
um carregamento dinamico, e registrar sua resposta por meio de um sistema de aquisicao de dados.
A seguir sdo descritos os equipamentos utilizados na aquisic¢ao da resposta, o processo de excitacéo

da estrutura e o processamento dos dados.

3.3.1 Equipamentos de medicéo

Para obter as respostas da estrutura foram utilizados dois tipos de dispositivo: um
acelerometro e um aparelho de celular.

O primeiro dispositivo consiste em um acelerdmetro baseado em sistemas
Microeletromecanicos (MEMS) da marca SENSR modelo GP2Lx. Este € um equipamento de alta
sensibilidade, que permite detectar, monitorar e registrar movimentos nos trés eixos das
coordenadas, possui taxa de amostragem de 400 amostras por segundo, e quatro intervalos

programaveis de 1,5, 2,0, 4,0 e 6,0 §. A grande vantagem de sua utilizacdo é que 0s sensores, 0

condicionador e amplificador de sinal e a central de aquisi¢do de dados encontram-se em um Unico
equipamento. O acelerémetro SENSR usa uma conexao USB para transmitir os dados diretamente
para 0 computador, 0o que torna os testes experimentais mais rapidos e de facil execucdo. O
equipamento é fixado na estrutura e o cabo USB conectado ao computador, através do qual séo
transmitidas as respostas de vibra¢do no dominio do tempo. O sistema funciona juntamente com
um software que permite visualizar, gravar, analisar e exportar as respostas que também podem ser
observadas em tempo real.

O segundo dispositivo consiste em um celular com sistema operacional Android, que possui
sensor de acelerdbmetro, um sensor sensivel que relata as vibragdes do dispositivo. Entre uma
infinidade de aplicativos existentes no mercado, o aplicativo Accelerometer Analyser, instalado no
dispositivo movel, mediu as vibracdes em tempo real, obtendo-se as respostas triaxiais de
aceleracdo em m/s?, permitindo o salvamento desses dados. O acelerémetro do celular utilizado
possuia taxa de amostragem de 500 amostras/segundo, dados estes fornecidos pelo proprio

aplicativo, que exporta os sinais no formato “.txt”.
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Cahill et al. (2019) realizaram um estudo comparativo entre doze aplicativos de celular para
monitoramento de vibragdes em estruturas. Atraves do estudo os autores mostraram que, em todos
os aplicativos testados, a resposta dominante em frequéncia corresponde a frequéncia de excitagdo
que o celular foi submetido. Dessa forma, o aplicativo Accelerometer Analyser foi escolhido por
ser do mesmo fabricante de um dos aplicativos que mostrou menor erro nos resultados no dominio
do tempo mostrados nesse trabalho.

O acelerébmetro GP2Lx USB e a interface do aplicativo instalado no dispositivo mével

podem ser observados na Figura 30 (a) e (b), respectivamente.

Figura 30 — Sistemas utilizados para a coleta de sinais: (a) Acelerdmetro GP2Lx USB e
(b) Interface do aplicativo Accelerometer Analyser
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Fonte: Autor.

Os dois dispositivos foram fixados nos pontos escolhidos com fita dupla face superadesiva
para evitar que os mesmos se deslocassem durante os ensaios experimentais. O registro do sinal
iniciou-se com a estrutura em repouso e, alguns segundos ap0s o impacto, o registro foi

interrompido quando julgou-se gque a estrutura havia retornado ao repouso.

3.3.2 Ensaio de impacto

As caracteristicas dindmicas de frequéncia natural e fatores de amortecimentos modais

foram determinadas atraves do processamento de sinais de aceleracdo verticais ao plano das lajes,



93

obtidos por meio de ensaios de vibracdes livres. As respostas temporais das lajes em vibracgdes
livres amortecidas sdo resultado do impacto dos calcanhares sobre a superficie, como descrito no
item 2.3.1.

Os ensaios foram realizados por uma pessoa de aproximadamente 55,0 Kg com estatura de
1,70 m. O tempo de extracdo dos sinais de aceleracdo inicia-se assim que os estimulos cessam e €
finalizado alguns segundos apds a aplicacdo do carregamento dindmico. Foram escolhidas duas

secdes diferentes de medicdo, M1 e M2, conforme Figura 31.

Figura 31 - Posicao dos dispositivos de medicao e do impacto das se¢des (a) M; e (b) M2
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Fonte: Autor.

Na secdo My os dispositivos de registro dos sinais foram posicionados no centro do véo e o
impacto dos calcanhares realizado proximo ao ponto de medi¢do. Na se¢do M2 as medi¢des foram
realizadas no centro do véo e o impacto aplicado préximo a um dos apoios. Para cada uma das
secOes foram realizadas trés repeticdes de impacto.

De acordo com a Norma Canadense CAN/Csa-Si6.1-94 (2001 apud Mello, 2009) o
equipamento de aquisicdo deve ter uma capacidade de filtrar frequéncias superior a 1,5 vezes a
frequéncia fundamental da estrutura no meio do vao. A pessoa que executa a afericdo deve estar
sentada perto do ponto de medicdo enquanto um segundo individuo, utilizando calgados de solado

macio, realiza o impacto dos calcanhares.
3.3.3 Processamento de sinais
Uma primeira leitura dos dados de aceleracdo registrados pelos dispositivos de

acelerdmetro e celular foi realizada in situ. O sinal original registrado pelo acelerdmetro GP2Lx

foi processado com o auxilio do programa computacional SensView que apresenta graficamente a
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resposta no dominio do tempo e no dominio da frequéncia, além de fazer a armazenagem do sinal
no formato “.csv”, permitindo a analise em outros softwares.

O sinal original obtido com a utilizacdo de aparelho de celular foi visualizado
instantaneamente utilizando o programa SignalViewer, que também realiza a DFT e permite a
visualizacdo do espectro em termos de frequéncia. Esse programa permite realizar a sobreposicédo
de curvas de varias medicdes, o que facilita a comparacdo entre os métodos de medicédo e as
repeticdes. A Figura 32 mostra uma resposta dindmica tipica devida ao impacto dos calcanhares,
em termos da aceleracdo vertical, registrada na secdo Mj, local de maior amplitude de
deslocamento do painel.

Figura 32 — Resposta da aceleracdo no tempo devida a repeti¢do de trés impactos dos calcanhares

. registrada no centro da laje LN24
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Fonte: Autor.

Os sinais no dominio do tempo registrados pelos dois dispositivos foram transformados
para o dominio da frequéncia através da DFT pela implementacdo do algoritmo de célculo da FFT
no software Excel, e geradas as respostas em termos de frequéncia para seis medicGes em cada laje.
Isso permitiu a obtencdo das frequéncias fundamentais através do método peak-picking,
identificando picos de maior amplitude nos graficos. O pico com frequéncia mais baixa

corresponde a frequéncia do primeiro modo de vibragdo, conforme pode ser observado na Figura

33. No exemplo mostrado, a frequéncia fundamental para a laje LNO5 é de f,, = 38,79 Hz.
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Figura 33 — Resposta em termos de frequéncia da laje LNO5, secdo My, utilizando celular

16

14 ‘\ 38,79 Hz

[

=

Magnitude (dB)

e

o
=

100 150 200 250
Frequéncia (Hz)
Fonte: Autor.

Em algumas lajes, ndo foi possivel identificar curvas bem definidas da resposta no tempo
para a secao My e, assim, estas ndo apresentam um total de seis, mas sim trés resultados
experimentais. Esse é o0 caso, por exemplo, da laje LP21, apresentado na Figura 34. Para esta laje
houve dificuldade em identificar a frequéncia na se¢éo Mo, ja que 0s picos estdo muito proximos e
com amplitudes irregulares.

Figura 34 - Sinal no dominio da frequéncia da laje LP21, se¢do M, utilizando o dispositivo de
acelerbmetro
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Fonte: Autor.

Apos a identificagdo das frequéncias naturais foram obtidos os fatores de amortecimentos
através do método do decremento logaritmico e da largura da banda, descritos no item 2.3.5.
utilizando os sinais provenientes do acelerdmetro. De acordo com Barrett (2006), embora
teoricamente o amortecimento deve ser 0 mesmo em todo o vao, a melhor forma de estima-lo é
registrando os sinais no mesmo local onde € realizado o impacto, isso porque a amplitude dos picos
da resposta em frequéncia nas medicGes que estdo longe do local de impacto pode ser pequena.
Assim os amortecimentos foram obtidos a partir das respostas para a se¢éo M.
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A Figura 35 mostra um exemplo de extracdo dos dados para a calculo do amortecimento da
laje LPO7 pelo método do decremento logaritmico e a Figura 36 pelo método da largura da banda.

Figura 35 — Método de extracdo de dados para o calculo dos fatores de amortecimento pelo
método do decremento logaritmico para a laje LPO7.
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Fonte: Autor.

Figura 36 — Método de extracao de dados para o calculo dos fatores de amortecimento pelo
método da largura da banda para a laje LPO7.
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3.3.3.1 Filtro de frequéncia

Com o objetivo de separar o sinal original da estrutura do ruido provocado por fatores
externos, ou ainda, para reduzir o erros de amostragem, foi aplicado um filtro de frequéncia nos
sinais originais registrados.

Uma rotina foi elaborada no programa computacional Scilab-6.0.1 com a utilizag&o de um
filtro passa-baixa, do tipo Butterworth de quarta ordem, com frequéncia de corte estimada de
acordo com o item 2.3.3.1. Este é um dos filtros mais popularmente utilizados para obtencéo de
sinais abaixo de uma certa frequéncia pois é projetado para produzir respostas o mais planas

possiveis até a frequéncia de corte. A resposta do filtro permanece constante até quase a frequéncia



97

de corte e entdo diminui a uma taxa de -6n dB por oitava®, onde n é a ordem do filtro. Com o
crescimento da ordem do filtro, a largura da banda de transicdo decresce e o perfil da funcédo se
aproxima do filtro ideal. Os filtros Butterworth tém uma queda na magnitude da frequéncia como
uma funcdo linear. Na Figura 37 contrasta-se a diferenca do sinal no dominio do tempo e da

resposta em termos de frequéncia, antes e apos a utilizacao do filtro.

Figura 37 — Sinais no dominio do tempo e respectivo espectro de resposta em termos de
frequéncia (laje LP08, secdo My, aparelho de celular), sem a utilizagéo e com a utilizag&o de filtro
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Fonte: Autor.

Observando a figura, nota-se que a maior vantagem na utilizacdo do filtro de frequéncia
esta relacionada a estimativa dos fatores de amortecimento. O sinal original do dominio do tempo
possui curvas pouco suaves, pois a funcdo de resposta é definida por duas ondas, cada uma
correspondente a frequéncia de um harménico. A utilizagdo do filtro de frequéncia possibilitou

selecionar o harménico de interesse e obter curvas mais suaves no dominio do tempo para obten¢édo

3 A expressio “oitava” significa o dobro ou a metade de uma frequéncia f . Dada uma frequéncia f , a proxima
oitava sera 2f , e aseguinte 4f . Num filtro com atenuacfo 6dB/oitava, tem-se -6dB a cada oitava da .
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apurada do amortecimento pelo método do decremento logaritmico. A utilizacdo do filtro de
frequéncia também foi Util na aplicacdo do método da largura da banda, uma vez que algumas lajes
possuem picos de frequéncia muito proximos uns dos outros, o que pode aumentar a largura da
banda e distorcer os valores de interesse. Quanto as frequéncias naturais, houve pouca ou nenhuma

alteracdo dos valores obtidos antes da aplicacdo do filtro.

3.3.4 Controle estatistico

Com os sinais adquiridos pelo ensaio de impacto com os dispositivos de celular e
acelerdmetro, foi realizado o controle estatistico das caracteristicas modais de frequéncia natural e
amortecimento das amostras.

A frequéncia fundamental da estrutura foi computada através da média de todas as medicGes
realizadas nas regides estudadas para cada dispositivo separadamente. Devido a eficiéncia no uso
do celular para o registro do sinal, como seré evidenciando adiante, utilizaram-se as trés amostras
obtidas por esse sensor correspondentes a se¢cdo My, para o célculo dos fatores de amortecimento
por meio do método do decremento logaritmico e da largura da banda. Foram calculados os
coeficientes de variacdo dos resultados, e comparados com as faixas de precisdo propostas por

Gomes (2009) que avaliam a confiabilidade dos resultados experimentais, conforme Tabela 9.

Tabela 9 — Classificacao do indice de precisao de experimentos conforme avali¢do do coeficiente
de variacdo C.V.

C.v. Avaliacéo do C.V. Preciséo
< 10% Baixo Alta
10220 % Médio Média
20230 % Alto Baixa
> 30% Muito alto Muito Baixa

Fonte: Gomes (2009).

3.4 Célculo Analitico das Frequéncias Naturais

Utilizando as formulagdes para placas retangulares uniformes e isotropicas, e as equacdes
para placas retangulares ortotrépicas (item 2.2.6), foram calculadas as frequéncias naturais para o
primeiro modo de vibracdo das lajes nervuradas e pré-moldadas, por meio dos dois métodos
citados.
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Pela suposicéo de placas finas isotropicas, que requer que as lajes sejam representadas por

um elemento plano de espessura uniforme, utilizando os valores de espessura equivalente

apresentados na Tabela 7 e na Tabela 8, foram calculadas as frequéncias naturais analiticas f, .

para o primeiro harménico das lajes nervuradas e das lajes pré-moldadas trelicadas, conforme item
2.2.6.1.

Pela suposicdo de placas ortotropicas retangulares, foram calculadas as frequéncias naturais
analiticas f, para o primeiro modo de vibragdo das lajes nervuradas e pré-moldadas, de acordo

com o item 2.2.6.2.

No calculo simplificado das frequéncias, independentemente do método utilizado,
determinam-se condi¢Oes de contorno relacionadas as vinculacoes das lajes em suas bordas. Essas
vinculagBes sdo determinadas através das constantes G, H e J, definidas no Anexo A deste
documento.

Exemplos das vinculagOes adotadas podem ser observados na Figura 38 para (a) lajes

nervuradas e (b) lajes pré-moldadas.

Figura 38 — Exemplos de consideracdo das vinculacOes para estimativa das frequéncias naturais
em (a) nervuradas e (b) pré-moldadas
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Fonte: Autor.

De uma forma geral, as lajes nervuradas foram consideradas fixas em suas extremidades
quando apresentam continuidade com o restante do pavimento, e simplesmente apoiadas quando

ndo ha continuidade. No caso de vigas de concreto com dimensdes usuais, a rigidez da viga a tor¢ao
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€ pequena, o que faz com que esta gire e deforme-se, acompanhando as pequenas rotacoes da laje,
0 que acaba garantindo a concepcéo tedrica do apoio simples.

Nas lajes pré-moldadas, pelo fato de as vigotas serem arranjadas somente em uma direcao,
considerou-se que as extremidades sdo sempre simplesmente apoiadas na direcdo ortogonal as
vigotas trelicadas. Na direcdo das vigotas, a consideracdo de borda fixa acontece quando esta
apresenta continuidade com o restante do pavimento, caso contrario a extremidade é considerada

simplesmente apoiada.

3.5 Modelagem Computacional em Elementos Finitos

Neste item sdo apresentadas as estratégias utilizadas para a analise numérica dos sistemas
estruturais em vibracdo livre. S8o empregadas técnicas usuais de discretizacdo via método dos
elementos finitos, com o desenvolvimento de modelos computacionais para os sistemas estudados
atraves do programa computacional ANSYS Mechanical APDL 19.0.

Os modelos consideraram concreto com densidade de 2.500 kg/m3, modulo de elasticidade
calculado pela formulagdo da norma ABNT NBR 6118 (2014) para cada laje, e coeficiente de
Poisson 0,2.

Na elaboracdo dos modelos numéricos, conforme recomendado por Dias (2003) e visando
a simplificacdo dos modelos, optou-se pela utilizagdo de elementos finitos de casca, definindo a
espessura das nervuras e da capa de concreto conforme caracteristicas geométricas de cada sistema
estrutural.

ApoOs obtencdo do modelo completo, procedeu-se com a analise modal. Atraves da
resolucdo do problema de autovalor, a analise modal determina as caracteristicas dindmicas da
estrutura, como as frequéncias naturais de vibracdo e as formas modais, permitindo a comparagéo

com as frequéncias obtidas experimentalmente.

3.5.1 Elemento finito de casca — SHELL181

Neste trabalho, para a discretizacao das lajes, utilizou-se um elemento de casca SHELL181.
Este elemento é predominantemente utilizado na modelagem de estruturas com comportamento de

membrana, placa ou casca, adequado para analise de estruturas de cascas finas a moderadamente
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espessas, e permite a consideragdo de carregamentos no plano do elemento e transversalmente ao

mesmo.

Figura 39 — Definicdo das coordenadas do elemento SHELL 181
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X

Fonte: Ansys (2017).

O elemento SHELL181 possui quatro n6s com seis graus de liberdade por no (translagédo
nas direcdes X, y e z, e rotagdes em torno dos eixos X, y e z), e utiliza interpolacdo linear dentro do
elemento. Esse elemento é recomendado para aplicacdes lineares, e a espessura da casca pode ser
incluida para andlises ndo lineares.

O elemento SHELL181 considera a deformacéo por cisalhamento, elemento de placa tipo
Mindlin, no entanto, por tratarem-se de placas finas, a parcela da energia de deformacéo referente

ao esfor¢o cortante é desprezivel quando comparada a energia de deformacéo por flexao.

3.5.2 Descricdo dos modelos

Com a finalidade de comparagdo com os resultados analiticos e experimentais, foram
criados modelos simplificados para reproducdo do comportamento das lajes. Buscando a
consisténcia entre o calculo manual e os modelos numéricos, adotou-se um modelo estudado por
Dias (2003) que utiliza elementos bidimensionais de placa para representar as superficies planas.

No modelo simplificado as lajes foram discretizadas pelo elemento de casca SHELL181.
Esse modelo representa a geometria das lajes conforme projeto original. A Figura 40 traz a

representacdo do modelo utilizado.
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Conforme Figura 40, as nervuras ou vigotas trelicadas foram modeladas como elementos
de casca com espessura constante b, distribuidos no sentido da sua disposicéo original. Superior as
nervuras ha a adicdo de elementos de casca representando a capa de concreto. Os elementos de
enchimento ndo foram considerados na modelagem computacional ja que sua influéncia no
comportamento mecanico do modelo é irrelevante.

Um exemplo de modelo computacional para lajes nervuradas € mostrado na Figura 41.

Figura 41 — Modelo computacional da laje LN11
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Fonte: Autor.

A figura anterior representa 0 modelo para a laje LN11. No modelo, as bordas que possuem
continuidade com o restante do pavimento foram engastadas, restringindo os graus de liberdade de
rotagdo e translacdo. Nas bordas simplesmente apoiadas em vigas, foi restringido 0 movimento na
direcdo perpendicular ao plano. As translacdes nas trés dire¢coes também foram restringidas onde

ha pilares sustentando a laje.
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Na Figura 42 é apresentado um exemplo para as lajes pré-moldadas.

Figura 42 — Modelo computacional da laje LP12
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Fonte: Autor.

O modelo apresentado na figura anterior refere-se a laje LP12. O diferencial na modelagem
das lajes pré-moldadas € que, além de possuirem nervuras somente em um sentido, as bordas nas
quais as nervuras ndo sao apoiadas sdo sempre simplesmente apoiadas no pavimento, sem restricao
a rotacdo. As demais restricbes seguem o mesmo padrdo das lajes nervuradas com bordas
engastadas quando ha continuidade com o restante do pavimento, restricio a movimentagdo

vertical quando a borda é simplesmente apoiada, e restricao a translacdo onde ha pilares.

3.5.3 Estudo de convergéncia de malha

A selecdo correta da densidade da malha a ser usada nos modelos em elementos finitos é
uma etapa fundamental para a obtengdo de resultados satisfatorios. Teoricamente, neste tipo de
andlise, quanto maior a quantidade de elementos melhor serdo os resultados obtidos. No entanto, 0
esfor¢co computacional necessario para a solucdo do modelo também ser4 maior. Sendo assim, o
estudo da convergéncia de malha é fundamental para definir o equilibrio entre o custo
computacional e a convergéncia dos resultados.

Para a definicdo da malha, foram realizadas analises em vibracdo livre para duas lajes, com
0 objetivo de obter as frequéncias naturais do sistema. A densidade da malha foi alterada variando
0 nimero de camadas utilizadas na discretizacao através da altura das nervuras ou vigotas. A malha

foi refinada até 0 momento em que as respostas de frequéncia natural dos modelos passaram a
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convergir para um determinado valor. A Figura 43 apresenta dois estudos de convergéncia

realizados para um modelo de laje nervurada e um modelo em laje pré-moldada.

Figura 43 - Estudo de convergéncia de malha
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Na Figura 43 observa-se que, com utilizacdo de quatro ou mais camadas de elementos
através da altura das nervuras, os valores de frequéncia passam a convergir para um determinado
valor, o que torna a discretizacdo efetiva. Dessa forma, tomando como base os valores de
frequéncias naturais obtidos pelo método experimental, escolheu-se utilizar quatro camadas de
elementos através da altura, com elementos quadrangulares, como pode ser observado na Figura

44 que traz uma amostra da modelagem para a laje LN16.

Figura 44 - Modelo discretizado da laje LN16

Fonte: Autor.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste topico sdo apresentadas as caracteristicas geométricas e de vibracdo de 26 lajes
nervuradas e 26 lajes pré-moldadas trelicadas que sdo objeto de estudo desse trabalho. As lajes
foram selecionadas para a obtencdo das caracteristicas modais de frequéncia natural e
amortecimento.

Em seguida as estruturas sdo avaliadas quanto aos critérios de conforto atraves do célculo

analitico simplificado fornecido na revisao da literatura, conforme item 2.5.

4.1 Resultados Experimentais

4.1.1 Lajes nervuradas

A Tabela 10 apresenta as frequéncias naturais para o primeiro modo de vibracéo das lajes
nervuradas, resultantes da media das amostras nas se¢cdes M1 e My, utilizando os dois dispositivos

mencionados. Na tabela, L e B representam as dimensdes maior e menor dos vaos livres,
respectivamente, f.. é a média das frequéncias de todas as leituras, e o desvio padrdo e o

coeficiente de variagdo foram calculados com base em todas as leituras para cada laje.

Observa-se que as frequéncias naturais entre a utilizacdo do acelerdmetro e do celular s&o
muito proximas, sendo que, na maioria dos casos, a variagdo dos resultados obtidos com a
utilizacdo do celular comparados com os obtidos pelo acelerdmetro é inferior a 1,0 %.

Dos resultados provenientes dos dois dispositivos de medigdo, determinaram-se as
frequéncias médias f,, para cada laje. Pela Tabela 10, observando as medidas de dispersdo, nota-
se que a variagdo dos resultados é baixa em relacdo ao valor médio. Todos os coeficientes de
variacdo C.V. sdo inferiores a 10,0 %, o que indica alta precisdo dos resultados. Esses aspectos
permitem afirmar também que a utilizacdo de celulares é capaz de fornecer resultados confiaveis
comparados aos resultados obtidos por acelerémetros.

Tratando-se das caracteristicas geométricas, na Figura 45 é tracado um diagrama da

frequéncias naturais f (obtidas pelo acelerdmetro) em funcgdo dos védos L e B das lajes nervuradas.
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Tabela 10 — Frequéncias naturais experimentais de lajes nervuradas utilizando acelerdmetro e
celular, e respectivas medidas de dispersdo

Frequéncia natural f fim Desvio
Laje L B L/B 4 Padrdo C.V.
m () (Ha) média (%)
Aceler. Celular (H2) (Hz)

LNO1 6,33 3,03 2,09* 28,52 28,33 28,43 0,29 1,01
LNO2 8,89 4,88 1,82 25,78 25,88 25,83 0,35 1,35
LNO3 10,91 3,63 3,01* 32,29 32,23 32,26 0,26 0,81

‘; LNO4 7,02 4,92 1,43 31,64 31,74 31,69 0,45 1,41
‘S5 LNO5 6,72 3,70 1,82 39,19 39,55 39,37 1,35 3,43
% LNO6 8,61 3,03 2,84* 31,70 32,23 31,96 0,96 3,01
w  LNO7 10,05 4,88 2,06* 24,22 24,44 24,33 0,11 0,45
LNO8 10,05 3,83 2,62* 29,95 29,30 29,63 0,42 1,40
LNO09 4,21 3,53 1,19 44,53 44,92 44,72 0,96 2,15
LN10 6,40 4,19 1,53 32,42 30,11 31,26 2,50 8,00
LN11 4,08 3,63 1,12 31,25 31,25 31,25 0,00 0,00
LN12 4,08 3,18 1,28 41,80 41,99 41,89 0,29 0,70
LN13 3,39 1,88 1,80 71,35 71,29 71,32 1,52 2,13

o~ LN14 3,53 3,38 1,04 38,15 38,41 38,28 0,76 1,98
o LNi15 4,73 3,53 1,34 47,40 47,85 47,62 0,35 0,73
2 LN16 3,38 2,10 1,61 56,77 57,62 57,19 1,42 2,48
"E LN17 2,18 1,28 1,70 113,02 107,75 110,38 2,87 2,60
LN18 4,08 3,18 1,28 49,48 48,99 49,24 0,99 2,01
LN19 3,53 3,38 1,04 43,23 42,97 43,10 0,29 0,68
LN20 3,53 2,02 1,75 47,40 47,20 47,30 0,43 0,91
LN21 3,38 2,18 1,55 67,71 67,71 67,71 0,61 0,91

o« LN22 1252 8,05 1,56 7,82 7,83 7,82 0,00 0,04
o LN23 9,65 8,05 1,20 7,82 7,81 7,82 0,00 0,06
2 LN24 9,60 8,05 1,19 7,04 7,05 7,04 0,00 0,05
E LN25 9,65 8,05 1,20 7,84 7,06 7,45 0,39 5,25
LN26 9,60 8,05 1,19 7,93 7,15 7,54 0,39 5,19

* Lajes LNO1, LNO3, LNO6, LNO7 e LNO8 s&o consideradas unidirecionais pois L/B > 2.
Fonte: Autor.

Figura 45 - Frequéncias naturais experimentais das lajes nervuradas em fungédo dos véos
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Como era esperado, as frequéncias naturais possuem relacdo com os vaos livres, sendo que
estas tendem a diminuir com o aumento do vao. Ainda, o vao B parece exercer maior influéncia
sobre as frequéncias naturais do que o véo L, resultando um coeficiente de determinagéo (R?) de
0,941, o que indica que cerca de 94,1% da variavel dependente (frequéncia natural) pode ser
descrita pelo modelo tracado em funcéo da variavel independente (vao B).

A influéncia de B é ainda mais evidente quando comparam-se as frequéncias das lajes
LNO2, LNO7 e LN25, como destaca a Tabela 11.

Tabela 11 - Comparacdo entre frequéncias naturais para as lajes LNO2, LNO7 e LN25

Laje L B f“
(m) (m) (Hz)
LN02 8,89 4,88 25,78
LNO07 10,05 4,88 24,22
LN25 9,65 8,05 7,84

Fonte: Autor.

Avaliando as lajes LNO7 e LN25 percebe-se que, mesmo possuindo valores semelhantes
para o comprimento L, ha um aumento em 208,9% na frequéncia natural com a reducédo de 39,4%
do védo B. Agora comparando-se as laje LNO7 e LN02, o vao L da laje LNO7 é 13,0% maior que o
vao L da laje LNO2 e ambas possuem o mesmo vao B. Nesse caso, ainda ha uma redugédo da
frequéncia natural com o aumento do véo L, mas essa reducéo é de apenas 6,1%.

Na Tabela 10, observando a razéo L/B > 2,0, nota-se que esta relacéo define as amostras

LNO1, LNO3, LNO6, LNO7 e LNO8 como lajes unidirecionais. Para investigar a influéncia desse
parametro, o diagrama da frequéncia em funcéo dos véos foi tracado somente para as lajes com
comportamento bidirecional, conforme Figura 46.

Claramente o modelo se ajusta melhor as amostras quando sdo consideradas somente as
lajes nervuradas definidas bidirecionais geometricamente, apresentando coeficiente de
determinacdo de aproximadamente 97,0 % quando o modelo é tracado em funcédo do véao B, e
84,2% quando tracado em funcdo do vdo L. Vale ressaltar que, conforme a relacdo L/B se
aproxima de 1,0, o valor do coeficiente de determinacdo aumenta, tornando 0 modelo ainda mais
preciso.
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Figura 46 - Frequéncias naturais experimentais das lajes nervuradas bidirecionais em
funcéo dos véos
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Apos essa primeira analise das frequéncias naturais experimentais, os sinais captados pelo
acelerometro foram passados em filtros de frequéncia que permitiram selecionar o primeiro modo
de vibragdo com base nas frequéncias naturais experimentais. A partir disso, obtiveram-se novas
respostas, em termos de aceleragéo e frequéncia, que possibilitaram a obtencdo do amortecimento
pelo método do decremento logaritmico e pelo método da largura da banda. A Tabela 12 traz os
resultados de amortecimento para as lajes nervuradas utilizando os dois metodos mencionados.

Da Tabela 12, os fatores de amortecimento ¢ sdo resultado das médias dos
amortecimentos obtidos para cada repeticdo de impacto. Observando os coeficientes de variagéo,
nota-se que 0s amortecimentos obtidos pelo método do decremento logaritmico apresentam menor
C.V. que os obtidos pelo método da largura da banda. Pelo método do decremento logaritmico
todos os resultados apresentaram meédia e alta precisdo. Ja pelo método da largura da banda, quatro
lajes possuem baixa preciséo, e trés lajes precisdo muito baixa, com C.V. > 30,0%.

Nota-se que o método da largura da banda a superestimar os amortecimentos de alguns lajes
como, por exemplo, a LN17 e LN19, que apresentam fatores de amortecimento muito distantes dos
valores de referéncia encontrados na literatura. Além disso, a utilizacéo dos filtros de frequéncia
ndo foi totalmente eficaz nas lajes que apresentaram picos muito préximos, como € o caso das lajes
aqui citadas. Como explicitado na Figura 47 que representa o sinal no dominio da frequéncia para
a laje LN19, os trés primeiros picos de frequéncia sdo muito préximos, o que pode fazer com que

0s picos vizinhos influenciem na largura da banda, aumentando os fatores de amortecimento.
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Tabela 12 — Fatores de amortecimento correspondentes ao primeiro modo de vibracéo nas lajes
nervuradas obtidos pelo método do decremento logaritmico e largura da banda, e respectivas

medidas de dispersao

Decremento Logaritmico Largura da Banda

Laje & Desvio C.V. 4 Desvio C.V.

dl Padrédo (%) b Padréo (%)

LNO1 0,0602 0,0059 9,83 0,0298 0,0164 54,93

LNO2 0,0416 0,0014 3,46 0,0401 0,0036 8,96

LNO3 0,0851 0,0033 3,91 0,0449 0,0041 9,09

A LNO4 0,0409 0,0075 18,24 0,0409 0,0054 13,17
-8 LNO5 0,0647 0,0035 5,41 0,0594 0,0023 3,89
% LNO6 0,0546 0,0056 10,20 0,0570 0,0037 6,41
w LNO7 0,0560 0,0042 7,42 0,0218 0,0005 2,36
LNO8 0,0690 0,0131 18,97 0,0473 0,0061 12,98

LNO09 0,0425 0,0044 10,45 0,0465 0,0009 2,04

LN10 0,0452 0,0023 4,98 0,0306 0,0024 7,88

LN11 0,0340 0,0013 3,87 0,0300 0,0000 0,15

LN12 0,0615 0,0012 1,98 0,0538 0,0004 0,68

LN13 0,0650 0,0012 1,84 0,0760 0,0162 21,33

~ LN14 0,0337 0,0008 2,49 0,0396 0,0010 2,45
o LN15 0,0344 0,0038 10,90 0,0230 0,0026 11,44
2 LN16 0,0645 0,0022 3,39 0,0857 0,0015 1,75
"E LN17 0,0650 0,0106 16,24 0,1902 0,0532 0,00
LN18 0,0578 0,0107 18,44 0,0893 0,0185 20,66

LN19 0,0624 0,0044 7,00 0,1008 0,0037 3,71

LN20 0,0539 0,0062 11,50 0,0243 0,0016 6,46

LN21 0,0442 0,0087 19,61 0,0809 0,0305 37,74

- LN22 0,0475 0,0032 6,82 0,0418 0,0081 19,39
o LN23 0,0356 0,0025 6,93 0,0530 0,0109 20,53
= LN24 0,0335 0,0041 12,27 0,0520 0,0025 4,79
"U5J LN25 0,0435 0,0015 3,34 0,0475 0,0158 33,36
LN26 0,0398 0,0013 3,15 0,0465 0,0066 14,31

Fonte: Autor.

Figura 47 — Resposta no dominio da frequéncia da laje LN19
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Observando os resultados utilizando o método do decremento logaritmico, os fatores de
amortecimento sdo dispersos em relacéo as frequéncias. Os valores apontam coeficientes de perda
entre 3,4 e 8,5 %.

Como pode ser observado na Figura 48, maiores fatores de amortecimento, entre 4,1 e 8,5%,
sdo encontrados nas lajes da Edificacdo 01 que abrangem as lajes LNO1 a LN10. Essas lajes sdo
mais espessas e pesadas, e também sdo as Unicas que possuem elementos ndo estruturais (divisorias
leves) posicionadas diretamente sobre o pavimento. Fatores de amortecimento mais baixos, entre
3,4 e 4,8%, foram encontrados na Edificagdo 03, que abrange as lajes LN22 a LN26. Essas lajes
possuem vdos maiores, com dimensdes entre 8,0 e 12,0 metros, e frequéncias naturais mais baixas.
As lajes da Edificacdo 02 (LN11 a LN21), apresentaram amortecimento entre 3,4 e 6,5%.

Figura 48 - Fatores de amortecimento pelo método do decremento logaritmico nas lajes

nervuradas
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Fonte: Autor.

A partir desses resultados pode-se concluir que uma estimativa realista para fatores de
amortecimento em lajes nervuradas é de pelo menos 3,4%, valor que pode aumentar com a adi¢do
de elementos ndo estruturais e diminuir com o aumento do vao livre. No entanto, a previsdo desse

parametro é sensivel a diversos fatores e é necessario desenvolver mais pesquisas na area.

4.1.2 Lajes pré-moldadas

O mesmo processo foi repetido para 26 lajes pré-moldadas, e obtidas as frequéncias naturais
para o primeiro modo de vibrag&o. Os resultados s&o apresentados na Tabela 13.
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Tabela 13 — Frequéncias naturais experimentais de lajes pré-moldadas utilizando acelerémetro e
celular, e respectivas medidas de dispersdo

Frequéncianatural f, | f ~ Desvio
Laje L B L/B A Padrdo C.V.
m)  (m) (H2) média (%)
Aceler. Celular (Hz) (Hz)

LPO1 5,17 3,31 1,56 36,92 36,98 36,95 0,36 0,96

<« LPO2 2,66 2,46 1,08 47,14 44,92 46,03 2,57 5,58
ke) LPO3 3,17 2,95 1,07 59,38 59,57 59,47 0,10 0,17
;E LPO4 3,10 1,85 1,68 36,46 35,97 36,21 0,74 2,04
E LPO5 3,27 2,56 1,28 36,46 36,46 36,46 0,44 1,19
LPO6 4,04 3,27 1,24 30,15 31,74 30,94 1,20 3,87

LPO7 3,59 3,36 1,07 65,10 64,94 65,02 0,46 0,71

LPO8 6,96 5,28 1,32 16,62 16,60 16,61 0,22 1,33

LPO9 7,16 6,65 1,08 14,58 14,49 14,53 0,57 3,91

LP10 6,96 5,28 1,32 15,36 15,46 15,41 0,39 2,50

LP11 8,66 4,33 2,00 21,61 21,48 21,55 0,28 1,30

LP12 6,71 5,63 1,19 17,97 18,23 18,10 0,50 2,74

o LP13 6,71 5,63 1,19 17,06 17,09 17,07 0,42 2,46
o LP14 9,21 4,53 2,04 14,84 15,63 15,23 0,96 6,28
;,% LP15 8,68 8,66 1,00 14,64 14,23 14,44 0,63 4,38
E LP16 9,21 4,53 2,04 23,05 23,27 23,16 1,53 6,62
LP17 8,89 4,57 1,95 33,75 33,85 33,80 0,40 1,19

LP18 3,90 3,86 1,01 25,52 25,39 25,46 0,44 1,71

LP19 5,20 4,83 1,08 34,77 34,83 34,80 0,70 2,00

LP20 5,40 3,33 1,62 35,94 37,18 36,56 1,60 4,37

LP21 5,44 5,40 1,01 31,51 31,25 31,38 0,32 1,02

LP22 5,01 3,06 1,64 57,94 55,99 56,42 2,39 4,24

©  LP23 340 196 1,73 60,94 61,64 61,29 039 063
g LP24 4,34 3,89 1,12 28,26 28,40 28,22 0,47 1,68
% LP25 2,00 1,91 1,05 95,24 95,54 95,39 0,38 0,39
w LP26 2,30 1,21 1,90 62,62 60,01 61,32 4,96 8,09

Fonte: Autor.

Novamente, as frequéncias naturais entre a utilizacdo do acelerémetro e do celular séo
muito proximas. A maioria das frequéncias variam em menos de 1,0% entre os resultados obtidos

com a utilizacdo do celular em comparacdo com os obtidos pelo acelerdmetro.
Foram determinadas as frequéncias naturais médias f,, resultantes da média de todas as

amostras de impacto para uma mesma laje. Observando as medidas de dispersdo apresentadas na
Tabela 13, a variacdo dos dados € baixa em relacdo ao valor de referéncia e todas as frequéncias
possuem coeficientes de variacao inferiores a 10,0%, indicando alta precisao dos resultados.

As lajes pré-moldadas compostas por vigotas trelicadas possuem natureza essencialmente
unidirecional. Por esse motivo, a Figura 49 traz o diagrama da variagéo das frequéncias em funcao

do véo livre B, sentido de maior rigidez no qual as vigotas trelicadas foram posicionadas.
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Figura 49 - Frequéncias naturais experimentais das lajes pré-moldadas em funcéo do véo B
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Observando o diagrama anterior, as frequéncias naturais das lajes pré-moldadas também
tendem a diminuir com o aumento do vao livre, embora a curva exponencial ndo seja capaz de
definir a relacdo entre frequéncia e vdo com a mesma precisdo obtida para as lajes nervuradas.

Na Tabela 14, os fatores de amortecimento sao apresentados para as lajes pré-moldadas, e
sdo resultado das médias de todos os amortecimentos obtidos com a utilizacdo do acelerdmetro
para os dois métodos aplicados.

Os coeficientes de variacdo novamente expressam melhores resultados utilizando o método
do decremento logaritmico. Pelo método do decremento logaritmico as lajes LPO5, LP06, LP16,
LP20 e LP22 possuem média precisdo (C.V. entre 10,0 e 20,0 %), e todas as demais possuem
coeficiente de variacdo inferior a 10,0 %. Além disso, 0 método da largura da banda mostra-se
menos conservativo na maioria dos casos.

Os fatores de amortecimento encontrados quando as lajes séo classificadas de acordo com
as edificacBes em que estdo localizadas, utilizando o método do decremento logaritmico, sdo 0s
seguintes: Edificacdo 04, entre 2,8 e 12,3%; Edificacdo 05, entre 1,6 e 11,0%; Edificacdo 06, entre
3,1 e9,3%.
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Tabela 14 — Fatores de amortecimento correspondentes ao primeiro modo de vibracdo nas lajes
pré-moldadas pelo método do decremento logaritmico e largura da banda, e respectivas medidas
de dispersédo

Decremento Logaritmico Largura da Banda

Laje 4 Desvio C.V. l Desvio C.V.

d Padrdo (%) 1o Padrio (%)

LPO1 0,0306 0,0018 5,92 0,0361 0,0011 3,06

< LP0O2 0,1227 0,0121 9,83 0,0515 0,0068 13,26
o LPO3 0,0276 0,0010 3,64 0,0218 0,0007 3,05
= LPO4 0,0809 0,0012 1,45 0,0508 0,0113 22,33
"UEJ LPO5 0,0692 0,0093 13,46 0,0352 0,0055 15,70
LPO6 0,0464 0,0052 11,32 0,0887 0,0004 0,49

LPO7 0,0548 0,0054 9,93 0,1734 0,0974 56,16

LPO8 0,0295 0,0012 4,09 0,0425 0,0008 1,88

LP0O9 0,0609 0,0052 8,56 0,0881 0,0009 1,05

LP10 0,0445 0,0031 7,06 0,0781 0,0016 2,07

LP11 0,0436 0,0018 4,04 0,0351 0,0006 1,75

LP12 0,0504 0,0046 9,06 0,0679 0,0021 3,03

o LP13 0,0283 0,0002 0,62 0,0448 0,0037 8,21
o LP14 0,0895 0,0029 3,24 0,0333 0,0003 0,96
= LP15 0,0164 0,0015 9,28 0,0282 0,0016 5,73
Luc_j LP16 0,1098 0,0130 11,81 0,0731 0,0188 25,66
LP17 0,0467 0,0015 3,24 0,0900 0,0170 18,89

LP18 0,0505 0,0030 5,96 0,0420 0,0029 6,96

LP19 0,0309 0,0016 5,11 0,0408 0,0048 11,82

LP20 0,0514 0,0059 11,55 0,0572 0,0079 13,76

LP21 0,0368 0,0008 2,25 0,0409 0,0019 4,64

LP22 0,0554 0,0065 11,71 0,0998 0,0147 14,74

© LP23 0,0797 0,0046 5,74 0,0275 0,0060 21,86
:8 LP24 0,0335 0,0018 5,22 0,0429 0,0018 4,30
-% LP25 0,0312 0,0027 8,62 0,0312 0,0027 8,62
W Lp2e 0,0932 0,0073 7,82 0,1338 0,0094 7,01

Fonte: Autor.

Figura 50 - Fatores de amortecimento pelo método do decremento logaritmico nas lajes pré-
moldadas
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Como apresentado na Figura 50, maiores amortecimentos, entre 2,8 e 12,3% foram
encontrados para o grupo LP01 a LP07, que pertencem ao Edificio 4. O principal diferencial dessa
edificacdo é que sdo utilizados blocos ceramicos como material inerte de enchimento para as lajes,
diferente das demais construcdes em lajes pré-moldadas em que foram utilizados blocos de EPS.
O material ceramico pode aumentar em até trés vezes a massa do pavimento, contribuindo
diretamente para 0 aumento do amortecimento, embora ndo exerca grande influéncia na rigidez.
Amortecimentos mais baixos, entre 3,1 e 9,3%, foram encontrados para as lajes LP08 a LP22,
pertencentes ao Edificio 5. Essas sdo estruturas que possuem vaos maiores entre as lajes pré-
moldadas.

Para as lajes pré-moldadas hd uma maior variacao entre os amortecimentos. Pode-se afirmar
que a utilizacdo de blocos ceramicos de enchimento contribui no aumento do amortecimento das

lajes.

4.2 Resultados Analiticos

Utilizando as caracteristicas geométricas, propriedades dos materiais, e vinculages
indicadas nos projetos originais, obtiveram-se as frequéncias naturais para o primeiro modo de
vibracdo das lajes, através das formulacdes para placas abordadas no item 2.2.6.

O primeiro método de célculo € direcionado para lajes retangulares, isotropicas, com
espessura constante, que atendem as suposic¢des de Kirchhoff, representado pela Equacéao (36). Por

tratar-se de um método para lajes de espessura constante, um dos parametros inseridos na equagédo
é a altura da laje. Para isso, definiu-se uma altura equivalente h, através da equivaléncia do
momento de inércia a flexdo de uma secao T, definido pela Equacédo (1), e entédo foi calculada a

frequéncia analitica f, ., conforme Equacdo (38).

a,he
O segundo método considera as lajes como placas ortotrdpicas, que podem ter propriedades

que variam em cada direcdo considerada, e tem solucdo de acordo com a Equacéo (39), através da
qual foi calculada a frequéncia analitica f,, através da Equacdo (41).

Os resultados para lajes nervuradas e pré-moldadas s@o discutidos nos topicos que seguem.
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Inicialmente foi efetuado o calculo da frequéncia natural analitica correspondente ao

primeiro harmdnico para as lajes nervuradas. Esses resultados, calculados através dos dois métodos

discutidos anteriormente, séo apresentados na Tabela 15.

Observa-se que em todos os casos, utilizar as formulac6es para lajes isotropicas, atraves da

consideracdo de uma laje com altura constante e equivalente em inércia, resulta em frequéncias

naturais mais altas e consequentemente menos conservativas.

Tabela 15 — Frequéncias naturais calculadas para o primeiro modo de vibracao para as lajes

nervuradas
Isotropia Ortotropia

Laje he fa, he fa (nerv) fa (capa) fa

(cm) (Hz) (Hz) (Hz) (Hz)
LNO1 16,24 49,92 23,61 8,53 32,14
LNO2 16,24 27,64 13,23 4,72 17,95
LNO3 16,24 33,28 16,10 5,69 21,79
— LNO4 16,24 22,77 10,28 3,89 14,17
-8 LNO5 16,24 48,23 23,08 8,24 31,32
% LNO6 16,24 48,14 23,20 8,23 31,43
(i LNO7 16,24 26,61 12,90 4,55 17,45
LNO8 16,24 30,13 14,52 515 19,67
LNO9 16,24 61,25 28,29 10,47 38,75
LN10 16,24 32,31 14,78 5,52 20,31
LN11 11,57 34,19 17,02 9,71 26,73
LN12 11,57 40,24 19,89 11,43 31,32
LN13 11,57 100,75 48,25 28,61 76,85
~ LN14 11,57 55,97 26,78 15,89 42,67
o LN15 11,57 34,76 16,94 9,87 26,81
;f;_’ LN16 11,57 77,15 37,25 21,91 59,15
E LN17 11,57 149,49 80,87 42,45 123,32
LN18 11,57 40,24 19,89 11,43 31,32
LN19 11,57 55,97 26,78 15,89 42,67
LN20 11,57 84,93 40,85 24,12 64,97
LN21 11,57 72,55 35,17 20,60 55,77

- LN22 13,90 6,55 3,41 1,41 4,82
o LN23 13,90 8,14 4,29 1,75 6,05
;f:’ LN24 13,90 5,90 3,64 1,27 491
"E LN25 13,90 5,88 3,62 1,27 4,89
LN26 13,90 8,17 4,31 1,76 6,07

Fonte: Autor.
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Nos dados da tabela, as frequéncias f,,. séo entre 20,0 e 60,0 % superiores as frequéncias

f,. A diferenca entre os valores pode ser melhor observada através da comparagdo apresentada

pela Figura 51. Mais adiante essas frequéncias sdo comparadas com os resultados experimentais,
indicando que as frequéncias pelo método para lajes ortotropicas sdo mais proximas as frequéncias

obtidas experimentalmente.

Figura 51 - Comparacao entre as frequéncias naturais para as lajes nervuradas calculadas pelo
método das placas isotrdpicas e ortotrdpicas
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Fonte: Autor.

Como mostrado no item 2.2.6.2, o calculo da frequéncia natural analitica através da teoria
de lajes ortotrdpicas considera a suposicdo de uma placa fina sobre uma grelha bidirecional. A

frequéncia natural desse sistema € constituida pela contribuicdo de uma parcela correspondente as
nervuras fa (e) € OUtra correspondente a capa de concreto fa (cape) - S€NdO assim, de acordo com os

valores mostrados na Tabela 15, é possivel avaliar a influéncia de cada um desses elementos
estruturais na composi¢do da frequéncia natural das lajes, ja que cada um contribui de maneira
diferenciada em massa e rigidez. Verifica-se que, as nervuras contribuem em aproximadamente
70,0% na frequéncia natural do sistema, em contraste com 30,0% da camada de concreto superior

a estas.
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4.2.2 Lajes pre-moldadas

Os resultados analiticos de frequéncia natural para o primeiro harmonico das lajes pré-
moldadas calculados através dos dois métodos discutidos anteriormente sdo apresentados na Tabela
16.

Tabela 16 — Frequéncias naturais calculadas para o primeiro modo de vibracdo para as lajes pré-

moldadas

Laje fy h, fape fa
(Hz) (cm) (Hz) (Hz)

LPO1 36,92 9,43 29,70 26,30

< LP02 47,14 9,43 53,24 41,06
o LPO3 59,38 9,43 44,91 35,95
NS LPO4 36,46 9,43 91,87 82,41
E LPO5 36,46 9,43 41,70 35,18
LPO6 30,15 9,43 43,04 38,37
LPO7 65,10 9,43 35,13 28,05
LPO8 16,62 15,10 22,30 18,50
LP09 14,58 15,10 19,76 16,67
LP10 15,36 15,10 22,30 18,50
LP11 21,61 15,10 39,19 36,87
LP12 17,97 15,10 20,50 16,43

o LP13 17,06 15,10 20,50 16,43
o LP14 14,84 15,10 26,00 23,70
2 LP15 14,64 18,87 10,10 6,68
S LP16 23,05 15,10 26,00 23,70
LP17 33,75 15,10 25,53 31,62
LP18 25,52 15,10 61,74 68,51
LP19 34,77 15,10 35,37 37,79
LP20 35,94 15,10 39,11 42,32
LP21 31,51 15,10 30,70 34,04
LP22 57,94 15,10 79,94 101,32

© LP23 60,94 16,45 172,03 97,38
2 LP24 28,26 10,22 20,88 14,37
.‘g LP25 95,24 10,22 95,18 63,85
L LP26 62,62 10,22 156,49 | 127,25

Fonte: Autor.

Novamente, para a maioria das lajes pré-moldadas, utilizar as formulagdes para lajes

isotrépicas (fa,he) resultou em frequéncias naturais mais altas e consequentemente menos

conservativas. As frequéncias fa,he sdo de 6,0 a 76,0 % superiores as frequéncia fa . No entanto,
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as lajes LP17 a LP22 mostraram resultados inversos. A distribuicdo dessa diferenca pode ser

melhor observada através da Figura 52.

Figura 52 - Comparacao entre as frequéncias naturais para as lajes pré-moldadas calculadas pelo

método das placas isotrdpicas e ortotrépicas
180

160 u f a,he
140 B f

120
100
80
60

Frequencia Natural (Hz)

LPO4 E—
LP23

LP24

LPO1
LP0O2 I
LPO3
LPO5
LP06
LPO7
LPO8
LP09

LP10 B
LP11 s
LP12 B
LP13
LP14 o

LP15 &

LP16
LPL7
PO
P20 —
LP21

Fonte: Autor.

Para o calculo da frequéncia natural, diferente das lajes nervuradas em que os parametros
de rigidez D,, D, e D, foram os mesmos nas duas direg8es devido a simetria das nervuras, em

placas com enrijecedores em somente uma direcdo, a direcdo das nervuras exerce maior influéncia
na rigidez e consequentemente nas frequéncias.

Diferente das demais lajes, as lajes LPO1 a LPO7 pertencentes ao Edificio 04, possuem
como material de enchimento entre as vigotas pré-moldadas, tavelas ceramicas. E importante notar
que a massa considerada no célculo analitico das frequéncias ndo inclui o peso das tavelas, pois
estas influenciam no amortecimento, mas ndo contribuem na rigidez. A consideracdo de massas

adicionais pode resultar em frequéncias excessivamente conservativas.
4.3 Resultados Numéricos Computacionais

Foram desenvolvidos modelos em elementos finitos através do programa computacional
ANSYS Mechanical APDL para todas as lajes nervuradas e pré-moldadas estudadas nesse trabalho.
Utilizaram-se elementos de casca SHELL181 para a representacdo das nervuras e da capa de

concreto através do seu plano médio, e definiu-se a espessura desses elementos conforme projeto
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das lajes. Quanto a malha de discretizacdo utilizada, procurou-se utilizar pelo menos quatro
elementos na altura. Aspectos relevantes referentes a modelagem computacional séo abordados no
item 3.5.

Nos topicos a seguir sdo apresentados os resultados de frequéncia natural e comentarios

sobre os modos de vibracao.

4.3.1 Lajes nervuradas

Com a modelagem das lajes, atraves da anédlise modal no programa de elementos finitos,
foram obtidas as frequéncias naturais correspondentes aos dez primeiros modos de vibragéo,
apresentados na Tabela 17. Essas frequéncias sdo comparadas com os valores experimentais e

analiticos nas proximas segoes.

Tabela 17 — Frequéncias naturais obtidas pelo modelo numérico para os dez primeiros modos de
vibracdo para as lajes nervuradas

Lajes f, f, fs f, fs fs f; fq fq fio

LNO1 4915 6054 88,76 108,63 131,48 145,07 150,72 166,40 183,10 187,94
LNO2 2459 30,34 4506 6595 68,32 69,23 7850 9560 98,28 120,35
LNO3 32,78 36,35 4544 60,76 81,71 101,35 103,08 106,82 107,76 114,08

—  LNO4 25,96 45,09 68,59 79,64 80,78 106,13 126,87 130,17 132,02 139,15
'8 LNO5 43,37 55,83 83,42 112,43 119,33 123,44 136,87 166,72 172,05 187,90
% LNO6 48,27 53,50 66,79 88,05 118,64 133,86 144,42 146,90 153,57 153,97
W LNO7 24,39 28,51 39,54 57,82 65,84 68,18 74,88 82,11 87,61 106,75
LNO8 33,26 36,71 46,41 63,39 86,74 92,49 102,58 104,34 109,24 11511
LNO9 66,82 108,20 158,98 180,83 183,06 224,67 233,35 237,21 244,87 250,74
LN10 34,36 57,76 91,46 98,28 104,84 134,31 149,70 172,44 177,65 177,92
LN11 34,07 69,26 86,78 110,83 128,02 159,40 166,14 174,90 183,83 202,72
LN12 34,00 69,11 86,79 110,82 127,80 159,09 166,67 172,15 184,17 202,29
LN13 90,40 130,33 200,87 240,71 263,18 277,71 293,04 302,97 324,98 328,86
~ LN14 42,10 85,82 85,82 119,23 154,37 154,63 179,62 179,62 229,29 238,25
o LN15 31,14 55,79 76,89 87,36 96,45 116,55 119,00 158,74 159,73 164,51
=  LN16 63,46 98,28 150,29 167,11 179,88 200,038 24593 256,05 261,25 273,31
E LN17 133,19 226,87 313,24 326,33 337,89 360,61 377,62 38586 447,94 466,50
LN18 37,89 66,55 103,93 117,44 122,45 161,43 17530 184,72 198,69 212,02
LN19 42,10 85,82 85,82 119,23 154,37 154,63 179,62 179,62 229,29 238,25
LN20 66,74 98,29 158,07 188,07 206,66 220,64 236,63 246,46 287,49 300,86
LN21 63,46 98,28 150,29 167,11 179,88 200,038 24593 256,05 261,25 273,31
. LN22 6,33 9,63 16,78 19,08 21,22 26,50 27,40 35,41 38,90 40,53
o LN23 7,83 16,24 19,93 25,87 30,78 38,25 39,53 43,97 50,57 53,91
e LN24 7,10 15,77 18,14 24,79 30,56 36,54 37,26 42,59 50,22 51,83
E LN25 6,81 14,25 18,00 23,62 21,22 34,35 36,55 41,76 44,66 49,27

LN26 7,86 1630 2001 2605 30,84 3848 3965 4424 50,63 5430

Fonte: Autor.
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Buscando encontrar relagdes entre as frequéncias e a geometria, na Figura 53 é tracado um

diagrama da frequéncia natural em funcéo dos vaos B e L das lajes nervuradas.

Figura 53 - Frequéncias naturais do modelo em elementos finitos das lajes nervuradas em fungéo
dos véaos

120

100

80

60

40

Frequéncia Natural f; (Hz)

20

R2=0.9571
6 8

Véo Livre (m)

Fonte: Autor.
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Assim como nos resultados experimentais, 0 aumento das frequéncias naturais apresenta

maior relagdo com o aumento do vao livre B, resultando um coeficiente de determinacao de 95,7%

em contraste com 59,4% resultado da relacdo das frequéncias com o vao livre L.

Comparando as mesmas amostras citadas nos resultados experimentais, a influéncia do

parametro B é clara, conforme Tabela 18.

Tabela 18 — Comparagdo entre frequéncias naturais para as lajes LN02, LNO7 e LN25

(m) (m) (Hz)
LNO2 8,89 4,88 24,59
LNO7 10,05 4,88 24,39
LN25 9,65 8,05 6,81

Fonte: Autor.

Avaliando as lajes LNO7 e LN25 que apresentam valores semelhantes para o comprimento

L, ha um aumento em 258,1% na frequéncia natural com a reducéo de 39,4% do védo B. Em relacdo
as lajes LNO7 e LNO2, o vao L da laje LNO7 é 13,0% maior que o véo L da laje LNO2 e ambas

possuem 0 mesmo vao B. Nesse caso ha uma reducéo de apenas 0,8% na frequéncia natural com o

aumento do vao L.
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Na Figura 54, é plotado o diagrama da relacdo entre os vaos e as frequéncias agora

removendo as lajes com razdo L/B > 2,0 (lajes unidirecionais). Conforme observado, os modelos

se tornam mais precisos quando selecionadas somente as lajes consideradas bidirecionais de acordo
com sua geometria. H& melhoria na correlacéo da curva de frequéncias com o vao L pois, para lajes

bidirecionais, a rigidez em B e L sdo semelhantes a medida que L/B se aproxima de 1,0.

Figura 54 - Frequéncias naturais do modelo em elementos finitos das lajes nervuradas
bidirecionais em funcgéo dos vaos
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Fonte: Autor.

Além das frequéncias naturais, registraram-se 0s modos de vibracdo das lajes.

Na Figura 55 os cinco primeiros modos de vibracdo para a laje LN11 sdo apresentados
como exemplo. Vale ressaltar que as demais lajes com comportamento bidirecional apresentaram
0s primeiros modos de vibracdo semelhantes aos modos mostrados na figura. Observa-se que,
independente das ligacGes estruturais, 0os modos de vibracdo dos modelos apresentam efeitos de
flex@o predominantes.

Para lajes unidirecionais com relagdo L/B>2,0, 0s modelos também apresentam

predominantemente modos de flexdo. Nesse caso, 0s primeiros modos de vibracao sdo semelhantes
para essas lajes, as curvaturas tendem a se distribuir principalmente em uma dire¢do, e multiplas
curvaturas aparecem no sentido contrario a partir do quinto harménico para algumas lajes. A Figura
56 traz um exemplo de modelo computacional para lajes nervuradas com comportamento

unidirecional, referente a laje LNO3.
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Figura 55 — Frequéncias e modos de vibracao para a laje nervurada bidirecional LN11

(e) 5°Modo de vibragdo: f,,=128,02 Hz
Fonte: Autor.
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Figura 56 — Frequéncias e modos de vibracdo para a laje nervurada unidirecional LNO3

(e) 5°Modo de vibragdo: f ,=81,71Hz
Fonte: Autor.
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A partir dos modelos computacionais obtiveram-se as frequéncias naturais correspondentes

aos dez primeiros modos normais de vibracdo para as lajes pré-moldadas. Esses resultados sdo

apresentados na Tabela 19.

Tabela 19 — Frequéncias naturais obtidas pelo modelo numérico para os dez primeiros modos de
vibracdo para as lajes pre-moldadas

Lajes f, f, f, f, f f f  f f i
LPO1 22,22 25,68 32,56 43,20 57,59 69,32 72,37 75,53 78,42 87,62
<« LP0O2 38,12 55,12 88,64 112,28 126,00 136,52 14451 154,05 195,71 196,82
o LPO3 32,09 39,58 53,11 71,57 94,02 98,19 98,68 104,92 117,09 119,26
;f:’ LP0O4 77,86 85,71 101,89 127,24 161,80 198,02 205,43 239,23 24553 251,62
E LP0O5 37,33 51,94 81,93 96,36 109,76 125,88 13597 17547 182,00 182,49
LPO6 34,62 39,69 50,27 66,99 89,79 92,65 97,59 107,27 118,14 122,16
LPQO7 22,37 31,73 50,11 66,65 74,65 77,06 90,44 109,83 111,89 114,28
LP0O8 16,76 24,05 38,82 50,39 56,24 60,33 68,51 75,73 87,46 87,97
LP0O9 14,07 15,64 18,75 23,44 29,85 37,82 38,45 40,02 43,10 47,41
LP10 16,76 24,05 38,82 50,39 56,24 60,33 68,51 75,73 87,46 87,97
LP11 29,41 30,34 32,20 35,00 38,81 43,59 49,39 56,18 64,00 72,78
LP12 14,05 15,97 19,60 25,01 32,26 41,24 44,49 46,15 49,58 51,96
o LP13 14,05 15,97 19,60 25,01 32,26 41,24 44,49 46,15 49,58 51,96
o LP14 20,70 21,58 23,30 25,90 29,40 33,79 39,11 45,33 52,47 60,46
;f;_’ LP15 10,20 11,44 13,97 17,87 23,28 27,81 29,07 30,07 31,53 35,19
"E LP16 20,70 21,58 23,30 25,90 29,40 33,79 39,11 45,33 52,47 60,46
LP17 21,52 22,48 24,33 27,12 30,87 35,56 41,23 47,84 55,43 63,89
LP18 38,80 43,39 53,16 68,11 88,40 104,46 108,65 112,71 117,22 130,27
LP19 25,13 28,27 34,83 44,88 58,64 67,95 70,96 75,58 76,94 85,97
LP20 23,52 30,90 46,69 61,84 68,65 69,46 82,21 98,80 102,20 111,20
LP21 25,19 27,62 32,57 40,14 50,57 63,60 68,44 70,75 75,42 79,18
LP22 12193 126,20 137,19 154,39 178,35 206,80 216,46 242,10 279,49 295,92
© LP23 62,28 71,81 91,15 121,00 161,21 18536 194,44 203,29 210,86 218,35
-8 LP24 14,35 22,32 37,00 50,00 56,58 58,05 67,17 68,22 69,79 79,09
:_'g LP25 56,00 91,54 154,78 156,15 157,51 18511 18555 211,02 248,40 261,29
o LP26 119,24 138,75 17492 178,62 186,35 238,98 246,75 316,87 405,99 41574

Fonte: Autor.

Na Figura 57 sdo plotadas as frequéncias para o primeiro modo normal de vibracéo

conforme tabela acima em funcdo do véo livre B, sentido no qual as vigotas trelicadas foram

posicionadas.
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Figura 57 - Frequéncias naturais do modelo em elementos finitos das lajes pré-moldadas em
funcéo do véo B
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Fonte: Autor.

Observando o diagrama, as frequéncias das lajes pré-moldadas tendem a diminuir com o
aumento do véo livre, contudo a relacdo entre ambos ndo € tao precisa quanto observado para lajes
nervuradas.

Na Figura 58 os modos normais para a laje LP12 séo apresentados. Da mesma forma, todas
as lajes pré-moldadas apresentaram modos de vibracdo semelhantes, com curvaturas no sentido em
que as vigotas trelicadas sdo distribuidas, e multiplas curvaturas no sentido contrario a partir do
sexto modo de vibracdo para algumas lajes. O modo de flexdo com uma ou varias curvaturas €
predominante.
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Figura 58 — Frequéncias e modos de vibracdo para a laje pré-moldada unidirecional LP12

(e) 5°Modo de vibragdo: f, ,=29,40 Hz
Fonte: Autor.
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4.4 Comparagdes

Nesta secdo, sdo comparados os resultados experimentais, analiticos e numeérico-
computacionais para as lajes nervuradas e pré-moldadas, e sdo apontadas algumas relacGes
pertinentes entre os resultados para os dois tipos de lajes. Além disso, sao feitas observacdes sobre
os limites aceitaveis de vibrac6es de acordo com a revisdo da literatura.

Na Tabela 20 sdo apresentados os resultados de frequéncias naturais e amortecimentos para
as lajes nervuradas, e na Tabela 21 sdo apontados os resultados para lajes pré-moldadas. Nas tabelas

a sequir, fn é a frequéncia natural experimental, fa'he é a frequéncia calculado pelo método das
lajes com espessura constante, fa é a frequéncia calculada considerando as nervuras das lajes e

fl a frequéncia natural obtida pela modelagem computacional.

Tabela 20 — Lajes nervuradas: frequéncias naturais experimentais, analiticas e numeéricas, e

amortecimentos pelo método do decremento logaritmico e da largura da banda
Laje fy e folfape| fo R/f ) B f7H, Ca "
(H2) (H2) % (H2) % (H2) %
LNO1 28,552 | 49,92 75,0 3214 12,7 | 4915 723 |0,0602 0,0298
LNO2 2578 | 27,64 7,2 17,95  -304 | 2459  -46 | 00416 0,0401
LNO3 32,29 | 3328 31 21,79  -325 | 32,78 15 |0,0851 0,0449
—  LNO04 31,64 | 22,77 280 | 1417 552 | 2596  -18,0 | 0,0409 0,0409
S LNO5 39,19 | 4823 231 31,32  -20,1 | 4337 10,7 | 0,0647 0,0594
.‘g LNO6 31,70 | 48,14 51,9 3143  -09 | 4827 523 |0,0546 0,0570
W LNO7 24,22 | 2661 9,9 17,45  -280 | 2439 0,7 |0,0560 0,0218
LNO8 29,95 | 30,13 0,6 19,67  -343 | 33,26 11,1 | 0,0690 0,0473
LNO9 4453 | 61,25 37,5 3875 -13,0 | 66,82 50,1 | 0,0425 0,0465
LN10 32,42 | 3231 -0,3 2031 374 | 3436 60 |0,0452 0,0306
LN11 31,25 | 34,19 9,4 26,73  -145 | 3407 9,0 |0,0340 0,0300
LN12 41,80 | 40,24 -3,7 31,32  -251 | 3400 -187 | 0,0615 0,0538
LN13 71,35 | 100,75 41,2 76,85 7,7 90,40 26,7 | 0,0650 0,0760
«~ LN14 3815 | 5507 46,7 4267 11,8 | 4210 104 |0,0337 0,039
o LN15 47,40 | 34,76 -26,7 | 26,81  -434 | 31,14 -343 |0,0344 0,0230
S LN16 56,77 | 77,15 35,9 59,15 4,2 63,46 11,8 | 0,0645 0,0857
S LN17 113,02 | 149,49 323 | 12332 91 |13319 178 |0,0650 0,1902
LN18 49,48 | 40,24 -18,7 | 31,32  -36,7 | 37,89 -234 |0,0578 0,0893
LN19 43,23 | 55097 29,5 42,67 -1,3 | 4210 -26 |0,0624 0,1008
LN20 47,40 | 84,93 79,2 6497 37,1 | 66,74 40,8 | 0,0539 0,0243
LN21 67,71 | 7255 7,1 5577  -176 | 6346  -6,3 | 0,0442 10,0809
o LN22 7,82 6,55 -16,2 4,82 -384 | 633  -19,1 | 0,0475 0,0418
o  LN23 7,82 8,14 4,1 6,05  -226 | 7,83 0,1 | 0,0356 0,0356
2 LN24 7,04 5,90 -16,2 4,91 -30,3 | 7,10 09 | 0,033 0,0335
S LN25 7,84 5,88 -25,0 4,89 -376 | 681  -13,1 | 0,0435 0,0435
LN26 7,93 8,17 3,0 6,07 235 | 7,86 -0,9 | 0,0398 0,0398




Fonte: Autor.
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Tabela 21 — Lajes pré-moldadas: frequéncias naturais experimentais, analiticas e numéricas, e
amortecimentos pelo método do decremento logaritmico e da largura da banda

f

f

1:n / 1:a,he

f

£/,

fl

11,

Laje n ahe a G Sy
(H2) (Hz) % (H2) % (H2) %
LPO1 36,92 29,70 -19,6 26,30 -28,8 22,22 -39,8 |0,0306 0,0361
< LPO2 47,14 53,24 12,9 41,06 -12,9 38,12 -19,1 |0,1227 0,0515
o LPO3 59,38 44,91 -24.4 35,95 -39,5 32,09 -46,0 |0,0276 0,0218
2 LPO4 36,46 91,87 152,0 82,41 126,0 77,86 1135 |0,0809 0,0508
E LPO5 36,46 41,70 144 35,18 -3,5 37,33 2,4 10,0692 0,0352
LP0O6 30,15 43,04 42,8 38,37 27,3 34,62 14,8 | 0,0464 0,0887
LPO7 65,10 35,13 -46,0 28,05 -56,9 22,37 -65,6 |0,0548 0,1734
LPO8 16,62 22,30 34,2 18,50 11,3 16,76 0,8 |0,0295 0,0425
LPO9 14,58 19,76 35,5 16,67 14,3 14,07 -3,5 |0,0609 0,0881
LP10 15,36 22,30 45,2 18,50 20,4 16,76 9,1 0,0445 0,0781
LP11 21,61 39,19 81,4 36,87 70,6 29,41 36,1 |0,0436 0,0351
LP12 17,97 20,50 14,1 16,43 -8,6 14,05 -21,8 |0,0504 0,0679
o LP13 17,06 20,50 20,2 16,43 -3,7 1405 -17,6 |0,0283 0,0448
o LP14 14,84 26,00 75,2 23,70 59,7 20,70 39,5 |0,0895 0,0333
;E LP15 14,64 10,10 -31,0 6,68 -54.4 10,20 -30,3 |0,0164 0,0282
E LP16 23,05 26,00 12,8 23,70 2,8 20,70 -10,2 |0,1098 0,0731
LP17 33,75 25,53 -24.4 31,62 -6,3 2152  -36,2 | 0,0467 0,0900
LP18 25,52 61,74 1419 68,51 168,5 38,80 52,0 |0,0505 0,0420
LP19 34,77 35,37 1,7 37,79 8,7 25,13  -27,7 |0,0309 0,0408
LP20 35,94 39,11 8,8 42,32 17,8 23,52 -34,6 |0,0514 0,0572
LP21 31,51 30,70 -2,6 34,04 8,0 25,19 -20,1 |0,0368 0,0409
LP22 57,94 79,94 38,0 101,32 74,9 121,93 110,4 | 0,0554 0,0998
© LP23 60,94 | 172,03 182,3 97,38 59,8 62,28 2,2 10,0797 0,0275
'8 LP24 28,26 20,88 -26,1 14,37 -49,2 14,35  -49,2 |0,0335 0,0429
% LP25 95,24 95,18 -0,1 63,85 -33,0 56,00 -41,2 |0,0312 0,0312
L LP26 62,62 | 156,49 149,9 127,25 103,2 | 119,24 90,4 |0,0932 0,1338

Fonte: Autor.

Na Figura 59 e na Figura 60 sdo sobrepostas as curvas de frequéncia natural em fungdo do

vao L para os quatro méetodos abordados, para lajes nervuradas e pré-moldadas, respectivamente.

Através dos graficos nota-se que a correlacdo entre as curvas para 0s métodos numericos e

analiticos em relacdo aos ensaios experimentais para as lajes nervuradas é excelente. Com o

aumento do vao e consequentemente reducao da frequéncia fundamental, as curvas tendem a se

sobrepor. Em relagdo as lajes pré-moldadas trelicadas, a correlagdo € média, devido principalmente

a variabilidade na espessura da laje construida em relacdo ao especificado em projeto. Para os dois

métodos construtivos os resultados experimentais estdo entre os resultados numéricos e analiticos.
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Figura 59 - Comparacao entre as frequéncias naturais experimentais, numéricas e analiticas para
lajes nervuradas
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Fonte: Autor.

Figura 60 - Comparacéo entre as frequéncias naturais experimentais, numéricas e analiticas para

lajes pré-moldadas
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Fonte: Autor.
4.4.1 Frequéncias experimentais vs. resultados analiticos

A seguir sdo comparadas as frequéncias experimentais fn para o primeiro modo normal e

as frequéncias obtidas pelo calculo manual: pelas equacGes para lajes isotropicas (fa,he) e pelas

equacOes para lajes ortotropicas ( fa ).
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A partir dos valores apresentados na Tabela 20, construiu-se o gréfico da Figura 61 que traz
uma comparacao entre os valores experimentais e analiticos.

Figura 61 — Comparagéo entre os resultados experimentais e analiticos para lajes nervuradas
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Fonte: Autor.

Sabe-se que quando uma estrutura possui frequéncias naturais baixas, ela se torna mais
suscetivel aos efeitos dinamicos induzidos pelas atividades humanas. Isto posto, observa-se que
vinte das lajes avaliadas apresentaram frequéncias experimentais acima das frequéncias calculadas

fa. Para essas lajes, o calculo analitico subestima a frequéncia fundamental, o que significa que

calcular as frequéncias naturais das lajes através das formulacdes para lajes ortotropicas

representou uma estimativa conservativa para as lajes nervuradas. O mesmo ndo ocorreu para as

frequéncias fa,he, em que a maioria dos resultados analiticos mostraram-se superiores aos

experimentais. Além disso, fa,he apresenta grande diferenca com os valores experimentais,

especialmente para as lajes LNO1, LNO9, LN13 e LN17.
Na Figura 62, busca-se uma relagéo entre os resultados experimentais e analiticos para as

lajes nervuradas.
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Figura 62 — Relacdo entre frequéncias experimentais e analiticas para lajes nervuradas
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Fonte: Autor.

Observando a relacdo anterior, o célculo manual garante boas aproximacdes para uma
estimativa inicial das frequéncias naturais das lajes nervuradas para ambos os métodos estudados.
A relacdo entre as frequéncia calculadas e as frequéncias experimentais pode ser descrita por uma
relacdo linear com certa precisdo, garantindo coeficientes de determinagdo de aproximadamente
89,0% para os dois métodos de calculo.

Em relagcdo as lajes pré-moldadas, os valores experimentais e analiticos podem ser

observados na Tabela 21 e na Figura 63 esses valores séo comparados.

Figura 63 — Comparacao entre os resultados experimentais e analiticos para lajes pré-moldadas
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Fonte: Autor.
De uma maneira geral, para as lajes pré-moldadas, os dois métodos mostraram-se menos

conservativos quando comparados com os valores experimentais. Contudo, o método analitico para

lajes ortotrdpicas propiciou valores mais proximos aos experimentais, embora tenha apresentado
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grandes diferengas em relacdo aos resultados experimentais para as lajes LP04, LP0O7, LP11, LP18,
LP22, LP23 e LP26.

Na Figura 64 relagdes entre os resultados experimentais e analiticos sdo apresentadas.

Avaliando a Figura 64 (a), nota-se que ha certa relacdo entre as frequéncias experimentais e

analiticas para ambos os métodos, embora a comparacdo expresse que os valores calculados se

correlacionam mal com os resultados da medicao, com coeficientes de determinacgdo baixos para

ambos 0S casos.

Figura 64 — Relacdo entre frequéncias experimentais e analiticas para lajes pré-moldadas:

(a) todas as amostras e (b) lajes com material de enchimento em EPS (LP08 a LP26)
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Fonte: Autor.
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Entre as amostras de lajes pré-moldadas, as lajes LPO1 a LPO7 possuem como material de

enchimento, tavelas ceramicas, diferente das demais lajes que utilizam EPS para esta finalidade.
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Na Figura 64 (b) a relacdo entre as frequéncias analiticas e experimentais é definida novamente,
agora mantendo somente as lajes com enchimento em placas de EPS. Percebe-se uma melhoria

significativa entre a relacdo, com coeficiente de determinacéo de aproximadamente 60,3% para as
frequéncias fa,he e 57,3% para as frequéncias fa. No entanto, os resultados para as lajes pré-

moldadas ainda ndo convergem satisfatoriamente. Isso pode ser justificado por alguns fatores
observados:

a) nas lajes pré-moldadas foram utilizados diferentes materiais de enchimento para o
preenchimento das cavidades entre as nervuras. Embora os métodos de célculo
manuais ndo considerem a influéncia desses materiais, estes podem ter contribuido
de alguma forma na rigidez e massa do pavimento;

b) foram realizadas simplificagcbes na geometria efetiva da secdo transversal das lajes
pré-moldadas para o calculo da inércia e da altura equivalente da laje, 0 que pode
ter influenciado, por exemplo, na rigidez das lajes;

c) além dos fatores mencionados anteriormente, a falta de uniformidade geométrica na
espessura da capa de concreto decorrente do processo construtivo nas lajes pre-

moldadas € o fator principal responsavel pela dispersao dos resultados.
4.4.2 Frequéncias experimentais x modelagem computacional

Através dos valores obtidos pelas modelagens das lajes por elementos finitos é possivel
realizar a comparacao entre as frequéncias para o primeiro modo de vibragéo fl, com os valores
experimentais fn .

Com base nos valores da Tabela 20, a Figura 65 mostra a comparacao entre os resultados

experimentais e numéricos para lajes nervuradas.
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Figura 65 — Comparacéo entre os resultados experimentais e numéricos para lajes nervuradas
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Fonte: Autor.
Como pode ser observado, na maioria das amostras 0 modelo numeérico traz resultados de

frequéncia superiores aos experimentais. Embora este seja um indicativo de que o modelo pode
ndo ser conservativo, os valores entre as frequéncias sdo ainda mais proximos do que comparando-
se com o célculo manual. Em treze das amostras a variagdes dos valores numericos € de 10% ou
menos em relacdo aos experimentais. Maiores diferencas entre os resultados foram encontradas
para as lajes LNO1, LNO9, LN13 e LN17.

No entanto, espera-se que o concreto utilizado na edificacdo, por possuir mais de 28 dias

de cura, e ainda, considerando a margem estatistica, tenha fc superior a fck e, consequentemente

maior modulo de deformac&o. Esses aspectos levariam a valores experimentais para frequéncia

natural superiores aos resultados numéricos. O fato de o modelo numérico prever uma frequéncia
natural maior que a experimental pode ser um indicativo de que o fc do concreto na obra ndo
atingiu o fck de projeto.

Na Figura 66, € estabelecida uma relacdo entre os resultados experimentais e numéricos das

lajes nervuradas.
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Figura 66 — Relacdo entre frequéncias experimentais e numéricas para lajes nervuradas
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Fonte: Autor.

O diagrama mostra que o modelo em elementos finitos garante boas aproximacfes em
relacdo as frequéncias naturais experimentais para as lajes nervuradas. A relacdo linear observada
possui desvio padrdo relativo de 88,4%, o que indica que o modelo simplificado, utilizando
elementos de placa para a representacdo das nervuras e da capa de concreto, pode representar o
modelo real da estrutura com certa precisao.

Em relacéo as lajes pre-moldadas, os resultados experimentais e numéricos disponibilizados
na Tabela 21 sdo comparados graficamente por meio da Figura 67.

Nota-se que em quinze das amostras as frequéncias obtidas pelo modelo numérico foram
inferiores aos resultados experimentais. Este pode ser um indicativo de que o modelo representa

uma estimativa conservativa em relagao aos resultados experimentais, e que, o concreto utilizado
na estrutura real atingiu f_ superior a f, . Logo, a estrutura real possui mdédulo de deformagdo

superior ao informado no modelo numérico, sendo, portanto, mais rigida e apresentando frequéncia
natural maior. Houveram maiores diferencas em relacdo aos resultados experimentais,
especialmente para as lajes LP04, LPQ7, LP22 e LP26.
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Figura 67 — Comparacéo entre os resultados experimentais e numéricos para lajes pre-moldadas
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Na Figura 68, apresenta-se uma a relagdo entre os resultados experimentais € numeéricos
para as lajes pré-moldadas.

Como pode ser observado Figura 68 (a), novamente a dispersdo dos dados mostra uma
correlagdo com baixa precisdo entre os resultados experimentais e numericos, com coeficiente de
determinacdo de 35,2%. Na Figura 68 (b) a relagdo é tragada novamente mantendo somente as lajes
com material de enchimento em EPS. A melhoria no coeficiente de determinacéo é significativa,

mas ainda ndo pode-se afirmar que os modelos numéricos representem as estruturas reais.

Figura 68 — Relacdo entre frequéncias experimentais e numéricas para lajes pré-moldadas:
(a) todas as amostras e (b) lajes com material de enchimento em EPS (LP08 a LP26)
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4.4.3 Lajes nervuradas vs. lajes pré-moldadas

Tratando-se das frequéncias naturais experimentais para lajes nervuradas e pré-moldadas,
embora a comparacdo desse parametro entre diferentes sistemas construtivos ndo seja um processo
simples, uma vez que envolve uma série de variaveis e resultados sujeitos a erros, buscou-se

relacionar algumas lajes com vaos semelhantes, conforme apresentado na Tabela 22.

Tabela 22 — Comparacéo de frequéncias naturais entre lajes nervuradas e pré-moldadas

Lajes Nervuradas Lajes Pré-Moldadas
Laje L B f, Laje L B f,

(m) (m) (Hz) (m) (m) (Hz)
LN13 3,39 1,88 71,35 LP23 3,40 1,96 60,94
LN18 4,08 3,18 49,48 LPO6 4,04 3,27 29,57
LN15 4,73 3,53 47,40 LP24 4,34 3,89 28,65
LN11 4,08 3,63 31,25 LP18 3,90 3,86 25,78
LNO2 8,89 4,88 25,78 LP14 9,21 4,53 14,84
LNO4 7,02 4,92 31,64 LP10 6,96 5,28 15,36

Fonte: Autor.

Avaliando a tabela, quando comparadas lajes com védos semelhantes, como era de se
esperar, as frequéncias naturais das lajes nervuradas analisadas tendem a ser maiores do que para
as lajes pre-moldadas. As frequéncias para as lajes pré-moldadas, apresentadas na tabela anterior,
séo entre 14,6% e 51,5% inferiores em relagéo as lajes nervuradas.

Sabendo que a frequéncia natural depende da relacdo entre rigidez e massa, com o0 aumento
da espessura da laje, a rigidez aumenta com o cubo da espessura ( h*®) enquanto a massa aumenta
com (h'). Ou seja, a influéncia do aumento da espessura sobre a rigidez ¢ muito maior do que
sobre a massa, razéo pela qual as lajes nervuradas, possuindo maior altura, resultam em sistemas
mais rigidos do que as pré-moldadas.

Como as frequéncias naturais das lajes possuem estreita relacdo com suas dimensoes,
embora as lajes pré-moldadas aparentemente tenham tendéncia a frequéncias mais baixas,
geralmente séo utilizadas para vdos menores. Sendo assim, essas lajes podem ndo representar um
problema quando utilizadas para com véaos livres regulares, em edificacGes residenciais por

exemplo.
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4.4.4 Limites aceitaveis de vibracoes

As normas e recomendacdes apresentadas na revisao da literatura que estabelecem limites
para vibracGes em lajes de edificios visam oferecer conforto para os usuarios. Nesse sentido,
oferecem equag0es simplificadas para estimar parametros a serem comparados com os limites de
vibracdo, que podem ser utilizados na fase de projeto ou para prever o comportamento dessas
estruturas de uma forma simplificada quando ndo é possivel a realizacdo de testes modais de
vibracéo livre ou forgada. As comparacdes realizadas sdo em funcdo da atividade do caminhar
humano, uma vez que as edificagdes estudadas ndo séo destinadas a atividades outras além desta.

O primeiro critério é tratado na ABNT NBR 6118 (2014) e define limites em termos de
frequéncias naturais para a seguranca das edificagdes. A norma recomenda manter a frequéncia
fundamental da estrutura afastada ao maximo da frequéncia de excitacdo. No limite minimo
estabelecido, a frequéncia fundamental deve ser pelo menos 1,2 vezes maior que a frequéncia
critica. Para isso, valores de frequéncia critica sdo recomendados de acordo com a utilizacdo do
pavimento. Nesse sentido, as lajes nervuradas e pré-moldadas se enquadram melhor na categoria
“escritorios”, em que a frequéncia critica é definida como 4,0 Hz. Nenhuma das lajes nervuradas
ou pré-moldadas deixou de atender esta especificacao.

A ABNT NBR 8800 (1986) trata os limites em termos de aceleracdo de pico. Os valores
aproximados de aceleracdo de pico para das lajes foram obtidos de acordo com a Equacéo (52),
conforme sugerido pela norma. As aceleragfes de pico sdao entdo comparadas com os limites
apresentados na Figura 25. A norma sugere que as lajes de concreto mais sensiveis sdo aquelas
com frequéncias entre 4,0 e 15,0 Hz, e oferece um diagrama de comparacao para frequéncias até
20,0 Hz. Entre as lajes compreendidas nessa limitacéo, todas as lajes nervuradas pertencentes ao
Edificio 03, ou seja, LN22 a LN26, ndo atendem aos limites especificados. Para as pré-moldadas,
as lajes LP08, LP10, LP12, LP13 e LP15, todas pertencentes ao Edificio 05, também ndo atendem
aos limites de conforto.

Os limites foram avaliados também de acordo com os critérios oferecidos pelo AISC Design
Guide #11 (Murray et al., 2016), um guia que trata das vibragdes em estruturas metélicas e é
vastamente utilizado nos paises da América do Norte. Esse guia também traz seus limites em
termos de aceleracdo de pico estabelecidos pela 1ISO2631-2, conforme Figura 26. A aceleracao de

pico para pavimentos de baixa frequéncia, com f_< 9,0 Hz pode ser estimada conforme a Equagéo
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(54) e para pisos com f_>9,0 Hz, conforme Equacéo (56), embora os autores ressaltem que lajes

com frequéncia natural superior a 9,0 Hz ndo sofrem ressonancia devido ao caminhar humano. As
lajes nervuradas que ndo atendem as especificacOes desse guia sdo LN11, LN14, LN23, LN24 e
LN26. Entre as pré-moldadas as seguintes lajes ndo atendem a esta limitacdo: LPO1, LP05, LP08,
LP10, LP13, LP18, LP20, LP24. Apesar de que um grande nimero de estruturas ndo atenda aos
critérios do guia, como a principal atividade que pode causar ressonancia nessas edificacfes é
devido ao caminhar humano por tratarem-se de edificacdes residenciais e salas de aula, somente as
lajes LN23, LN24, e LN26 podem oferecer algum problema de desconforto, j& que estas lajes
possuem frequéncia natural inferior a 9,0 Hz.

O ultimo critério, estabelecido pelo guia PCI (2006), estabelece limites minimos em termos
de frequéncia fundamental. A frequéncia fundamental deve ser maior do que aquela obtida pela
férmula empirica apontada na Equacdo (57) de maneira a prevenir vibracOes indesejadas que
causem algum desconforto. As lajes que nao atenderam a esse critério foram as lajes nervuradas
pertencentes ao Edificio 03 (LN22 a LN26), e as lajes pré-moldadas LP10 e LP15.

De uma maneira geral, as lajes nervuradas que ndo atenderam a pelo menos dois dos limites
abordados sdo as lajes do Edificio 03. Essas estruturas sdo caracterizadas por possuirem vaos
maiores, com dimensdes entre 8,05 e 12,52 metros. Além disso suas frequéncias naturais sao de
aproximadamente 7,0 Hz e, conforme os resultados experimentais, ndo possuem altos niveis de
amortecimento. Esses fatores podem ser um indicativo de que essas lajes sejam mais suscetiveis
aos efeitos das vibracdes.

Entre as lajes prée-moldadas, as amostras LP08, LP10, LP13 e LP15 ndo atenderam a pelo
menos dois dos critérios mencionados anteriormente. Essas estruturas tém dimensdes entre 5,28 e
8,68 metros, e frequéncias naturais que variam entre 14,3 e 17,4 Hz. A faixa de frequéncia natural
dessas estruturas dificilmente podera coincidir as frequéncias do carregamento para o tipo de
ocupacdo em que sdo destinadas.

Ressalta-se aqui que, embora algumas lajes ndo atendam a um ou mais dos limites
abordados na literatura, isto ndo represente um indicativo de ineficiéncia estrutural. Com excec¢éo
da ABNT NBR 6118 (2014), os demais critérios tratam das vibragdes em termos de conforto
humano, assunto ainda pouco abordado nos cursos de graduagdo, e, como consequéncia,

casualmente considerado no desenvolvimento dos projetos de edificacdes.
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5 CONCLUSOES

Esta pesquisa teve como foco analisar os parametros de vibracdo de frequéncias naturais e
amortecimentos de dois diferentes tipos de sistemas construtivos de lajes de edificio, e avaliar se
as estruturas estudadas atendem a certos limites de vibragdes em estruturas apresentados na revisdo
da literatura.

Para isso, séo realizadas analises dindmicas experimentais numéricas e analiticas em 26
lajes nervuradas e 26 lajes pré-moldadas. As lajes nervuradas armadas nas duas direcoes,
pertencem a trés edificios, dois deles residenciais e um utilizado como ambiente de ensino. As lajes
pré-moldadas compostas de vigotas trelicadas e material inerte de enchimento, pertencem a trés
edificios residenciais, dois ainda em fase de construcdo ou acabamentos. Através das medicdes
experimentais obtiveram-se as frequéncias fundamentais das lajes e os fatores de amortecimento
calculados pelo método do decremento logaritmico e pelo método da largura da banda, utilizando
filtros de frequéncia.

As frequéncias experimentais sdo comparadas com resultados analiticos, obtidos através de
equacdes para placas isotropicas, considerando uma espessura equivalente a espessura de uma laje
macica; e por meio de equacdes para placas ortotropicas. Além disso, foram criados modelos
computacionais em software de elementos finitos para a representacdo numérica das lajes.

Com as medicdes realizadas € possivel concluir que:

e autilizacdo de celular para o registro da resposta em aceleracéo das lajes fornece resultados
satisfatorios que permitem afirmar que a utilizagdo desse dispositivo é confiavel, podendo
ser uma alternativa valida para verificar as propriedades vibratdrias das lajes de piso. Na
maioria das amostras a diferenca entre os resultados do dispositivo de celular em relagédo
ao acelerébmetro € inferior a 1,0%;

e 0 uso de filtros de frequéncia foi essencial no desenvolvimento da pesquisa, principalmente
no calculo dos fatores de amortecimento, permitindo selecionar o harménico de interesse
para o estudo desse parametro de vibracéo;

e no célculo dos fatores de amortecimento através do metodo da largura da banda e do
decremento logaritmico, nota-se que, para algumas amostras, ha uma grande varia¢do dos
resultados entre os dois métodos. Nas lajes em que o0s picos dos harménicos sdo muito

préximos, os picos vizinhos podem aumentar a largura da banda, consequentemente
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aumentando os fatores de amortecimento, o que pode justificar o fato de que o método da
largura da banda mostrou resultados menos conservativos. Como mostrado nessa pesquisa
e por outros autores como Davis (2008) e Barrett (2006), o amortecimento € um parametro
que mostra significativa variacdo, mesmo dentro de um determinado sistema de piso, e
assim, para fins de projeto, a melhor solucdo € adotar valores de referéncia estabelecidos
em normas e manuais. De forma geral, é possivel afirmar que os elementos ndo estruturais
influenciaram significativamente nos resultados de amortecimento.

comparando-se lajes nervuradas e pré-moldadas com vaos semelhantes, as lajes pré-
moldadas tendem a apresentar frequéncias naturais mais baixas, isso porque a rigidez do
sistema € influenciada tanto pela espessura da laje como pela dire¢cdo em que as nervuras
sdo posicionadas;

os resultados experimentais mostraram que, através de uma fungéo exponencial, é possivel
obter uma relacéo simplificada para a obtencdo da frequéncia natural para o primeiro modo
normal de vibrag&o das lajes nervuradas em funcdo do vao menor dessas lajes. A relagdo
entre a frequéncia e o vdo menor apresentou coeficiente de determinacéo de 97,0% quando
consideradas lajes bidirecionais.

Comparadas as frequéncias naturais experimentais com as frequéncias naturais analiticas

calculadas por meio das equacgdes para placas isotropicas e placas ortotrépicas, conclui-se que:

o célculo da frequéncia natural em lajes nervuradas ofereceu resultados satisfatorios através
dos dois metodos analiticos de calculo, com coeficiente de determinacdo de
aproximadamente 90,0%. Isso permite afirmar que as equacdes trazem bons resultados para
as frequéncias reais para este tipo de estrutura;

para as lajes nervuradas, a utilizacdo de uma altura equivalente para o célculo das
frequéncias naturais através da formulacdo para lajes isotropicas traz boas aproximagdes
aos resultados experimentais, no entanto, nos casos em que a frequéncia do pavimento é
baixa, esta pode representar uma alternativa ndo conservativa,;

calcular a frequéncia natural de lajes nervuradas através das equacOes para lajes
ortotropicas, em que as nervuras e a capa de concreto sdo contabilizadas separadamente na
composi¢do da frequéncia natural do pavimento, apresentou resultados conservativos em
relacdo aos resultados experimentais, e mostrou-se a melhor alternativa entre os dois

métodos avaliados;
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na composicgéo da frequéncia natural das lajes nervuradas estudadas a partir dos resultados
analiticos, a contribuicdo das nervuras € de cerca de 70,0%, e camada de concreto superior
as nervuras € responsavel por aproximadamente 30,0% no valor total da frequéncia.

entre as lajes pré-moldadas, o célculo manual ndo convergiu satisfatoriamente com os
resultados experimentais. Primeiramente, o calculo ndo considera o material de enchimento
das nervuras, e entre as amostras, as lajes LP01 a LPO7 possuem materiais ceramicos de
enchimento, fato que pode influenciar de alguma forma nos parametros de massa e rigidez.
Nota-se que quando somente as lajes com um mesmo material de enchimento séo avaliadas,
os resultados se comportam melhor. Além disso, a simplificacdo da geometria da se¢éo
transversal pode ter influenciado nos valores analiticos.

Em relacdo ao modelo numérico simplificado que representa as nervuras e camada de

concreto através de elementos de casca, pode-se afirmar que:

é adequado utilizar quatro elementos na altura das nervuras para discretizacdo destas;

os resultados de frequéncia fundamental obtidos para as lajes nervuradas foram compativeis
com aqueles obtidos experimentalmente. Através de adaptacBes para as diversas
geometrias, a solugdo numérica se mostra capaz de fornecer frequéncias naturais confidveis
para os demais modos de vibragdo das estruturas;

novamente, para as lajes pré-moldadas os valores de frequéncia encontrados pelo modelo
ndo sdo totalmente compativeis com os resultados experimentais, ndo sendo possivel obter
uma relagéo linear entre os resultados. Os resultados numéricos sdo compativeis com 0s
resultados analiticos, apresentando coeficiente de determinacdo de 89,0% o que leva a
acreditar que os resultados experimentais ndo sdo totalmente confiaveis para essas lajes.
Acredita-se que, entre outros fatores, a posi¢do do impacto possa influenciar nos resultados
ja que esse tipo de laje tem comportamento essencialmente unidirecional, e a transferéncia

de carga se d& principalmente ao longo do comprimento das vigotas.
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Recomendac6es para Trabalhos Futuros

Na dinamica das estruturas existem varios topicos que carecem de pesquisas voltadas para

o melhoramento da previsdo de resposta vibratdria de pisos. A seguir sdo apresentadas algumas

sugestOes para trabalhos futuros:

a)

b)

d)

realizar estudos experimentais com foco na obtencdo da resposta dindmica dos sistemas
estruturais em termos de valores de deslocamentos, velocidade e aceleracoes;

desenvolver pesquisas para a previsdo dos parametros modais dindmicos através de ensaios
referenciados, em que ndo somente as frequéncias e amortecimentos sejam levantados, mas
também as formas modais;

explorar a previsao dos fatores de amortecimento também é necessario. Atualmente, opta-
se por adotar valores recomendados pela literatura jA& que o amortecimento pode ser
altamente variavel, mesmo dentro de um sistema de piso. E interessante a avaliagio do
amortecimento também em diversas fases da construcéo da edificacéo, e também o estudo
dos efeitos dos revestimentos, divisorias e ocupantes;

investigar o comportamento de pisos com vibragBes excessivas através da realizagao de
testes experimentais que simulem atividades humanas rotineiras como, caminhar, correr,

pular, bem como a modelagem computacional dessas atividades.
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ANEXO A - FREQUENCIA NATURAL DE PLACAS RETANGULARES
ISOTROPICAS

Notacdes: d: comprimento da placa; b: largura da placa; h: espessura da placa ; 1: nimero de meia

ondas no modo de vibracdo ao longo do eixo horizontal (x); j: nimero de meia ondas no modo de

vibracdo ao longo do eixo vertical (y); /1"-: parametro adimensional que depende dos indices

modais 1 e j, da geometria da placa e das condices de apoio; E : médulo de elasticidade; f :

frequéncia natural, Hz; G,H,J = parametros adimensionais do modo de vibracdo; S : borda

simplesmente apoiada, C : borda engastada; F : borda livre.

a/b
Caso 1

Modos de vibragao

1

2 3

4

5

0.4

3.463 (13)

5.288 (22) [9.622 (14)

11.44 (23)

18.79 (15)

F 2/3

8.946 (22)

9.602 (13) |20.74 (23)

22.35(31)

25.87 (14)

T 1.0

13.49 (22)

19.79 (13) |24.43 (31)

35.02 (32)

35.02 (23)

1.5

20.13 (22)

21.60 (31) |46.65 (32)

50.29 (13)

50.20 (41)

F FY 33

21.64 (31)

33.05(22) {60.14 (41)

71.48 (32)

117.5 (51)

l k;}:nz{(}f+(a/b)4(i}’+2(a/h)3[J,.lj+2v(HiHj—J,JJ)]}”:
G, =0,G, =0.G; =1.506,G, =k -3/2, k=4,5.Also see Refs [63,64]

g H, =0,H, =1.248,Hy = 1.506,Hy, = (k—3/2)(1-2[(k—3/2)n] ') k=45.

J,=0,J,=1216,J;=5.017.J, =(k-3/2’(1+ 6{(k -3/ 2)n] '),k =4.5..

2 oe (i) ). independente de v

Caso 2
a/b

Modo de vibragao

1

2 3

4

5

Y 0.4

11.45(11)

16.19 (12) [24.08 (13)

35.14 (14)

41.06 (21)

2/3

14.26 (11)

27.42 (12) |43.86 (21)

49.35 (13)

57.02(22)

1.0

19.74 (11)

49.35(21) |49.35(12)

78.96 (22)

98.99(70)

1.5

w

w
<« T —
—

32.08 (11)

61.69 (21) [98.70 (12)

111.0 (31)

128.3(22)

2.5

71.56 (11)

101.2 (21) [150.5 (31)

219.6 (41)

256.6(12)

S 2 2 2 2
I<—‘ a ——» A= n i +j7(a/b)*}, Ww; =sin(inx/a)sin(jry/b),

I}

H;=J;={, H;=);=i",G;=i,G;=}



Caso 3

s |
- d >
—
Caso 4
F —_—
b
S l y
\
I: Fa :I
—x
Caso 5
F —
b
Sly
I\
I:. Sﬂ :l
—x
Caso 6
F —
b
Sly
)
G |
- 4 —
l— X

2 oe (ij)
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). independente de v

a/b

Modo de vibragao

1

2

3

4

5

0.4

23.65(11)

27.82(12)

35.45(13)

46.70 (14)

61.55(15)

2/3

27.01 (11)

41.72 (12)

66.14 (21)

66.55 (13)

79.85 (22)

1.0

35.99(11)

73.41 (21)

73.41(12)

108.3 (22)

131.6 (31)

15

60.77 (11)

93.86 (21)

148.8 (12)

149.7 (31)

179.7 (22)

2.5

147.8 (11)

173.9 (21)

221.5(31)

291.9 (41)

384.7 (51)

5 12

M =x Gl +(@/b)*G] +20a /b1 )

Gy =1506, G, =25, Gy = k+1/2, k=34...,
Hy =y, 0y =1.248, J, =4.658,1,=10.02, 3, = (k+12)] (1-2(k+112) pI ) k=4,5.

2 oe (i

)

v=0.3

a/b

Modo de Vibragao

2

3

4

5

0.4

9.760 (11)

11.04 (12)

15.06 (13)

21.71 (14)

31.18 (15)

2/3

9.698 (11)

12.98 (12)

2295 (13)

39.11 (21)

40.36 (14)

1.0

9.631 (11)

16.14 (12)

36.73 (13)

38.95(21)

46.74 (22)

1.5

9.558 (11)

21.62 (12)

38.72(21)

54.84 (22)

65.79 (13)

2.5

9.484 (11)

33.62(12)

38.36 (21)

75.20 (22)

86.97 (31)

13 =2 (it +(a/b) G +2i%(al b)’ I + 2v(H, - 1)}
W, =sin(inx/a)y;(y/b), ¥; docaso 1da Tabela 4.3 da ref.
Gj, Hj, Jj, do caso 1

A e (ij)

v=0.3

a/b

Modo de Vibragao

2

3

4

5

0.4

10.13 (11)

13.06 (12)

18.84 (13)

27.56(14)

39.34 (15)

2/3

10.67 (11)

18.30 (12)

33.70 (13)

40.13 (21)

48.41 (22)

1.0

11.68 (11)

27.76 (12)

41.20 (21)

59.17 (22)

61.86 (13)

1.5

13.71 (11)

43.57 (21)

47.86 (12)

81.48 (22)

92.69 (31)

25

18.80 (11)

50.54 (21)

100.2 (31)

100.2 (12)

147.6 (22)

lizj it +(a /b)“G}‘ + 2i2(a/b)2[1j +2v(H, —Jj)]}'”
Wj; =sin(inx /a)y;(y/b), ¥; docaso 4 da Tabela 4.3 da ref.
Gj, Hj, Jj, docaso 9.

A oe (ij)

v=0.3

a/b

Modo de Vibragéao

1

2

3

4

5

0.4

10.19 (11)

13.60 (12)

20.10 (13)

29.62 (14)

39.64 (21)

2/3

10.98 (11)

20.34 (12)

37.96 (13)

40.27 (21)

49.73 (22)

1.0

12.69 (11)

33.07 (12)

41.70 (21)

63.01 (22)

72.40 (13)

1.5

16.82 (11)

45.30(21)

61.02 (12)

92.31(22)

93.83 (31)

2.5

30.63 (11)

58.08 (21)

105.5 (31)

149.5 (12)

173.1 (41)

A =it +(a/b) G} +2i% (/b)) + 2v(H; - J )}
Wj; =sin(inx/a)y;(y/b), ¥; caso 3 da Tabela 4.3 da ref.
Gj, Hj, Jj.do caso 15.



Caso 7

w
o — g —
—

Caso 9

Caso 10
F
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2 oe (i)

Modo de vibragao
1 2 3 4 5

a/b

0.4 [11.75(11) [17.19(12) |25.92(13) |37.83 (14) |41.21 (21)

2/3 |15.58 (11) |31.07 (12) [44.56 (21) |55.39 (13) | 59.46 (22)

1.0 |23.65(11) |51.67 (21) [58.65(12) |86.13 (22) | 100.3 (31)

1.5 142.53 (11) |69.00 (21) [116.3(31) |121.0(12) | 147.6 (22)

2.5 |103.9(11) |128.3(21) [172.4(31) |237.3 (41) |320.8 (12)

e (it 4 a/b)' G+ 2% b2y}
Wi = sin(inx /a)y;(y/b), ¥;j do caso 6 da Tabela 4.3 da ref.
Gj, J; do caso 20.

2 oe (ij)

Modo de Vibragao

| 2 3 R 5
04 [12.13(11) [18.36(12) [27.97 (13) [40.75(14) [41.38 (21)
2/3 |17.37(11) |135.34(12) |45.43(21) |62.05(13) |62.31 (22)
1.0 [28.95(11) [54.74 (21) [69.12(12) |94.59 (22) | 102.2 (31)
1.5 [56.35(11) [78.98 (21) |123.2(31) |146.3 (12) | 170.1 (22)
2.5 [145.5(11) [164.7 (21) |202.2(31) |261.1 (41) | 342.1 (51)

a/b

2 (. ; Y 12
A2 i +(a/b) G + 2% @/ b) T,

i
wj; =sin(inx/a)y;(y/b), ¥; do caso 7 da Tabela 4.3 da ref.
G,‘~ Jj- docaso 3

2 e (ij) v=0.3
Modos de Vibragéao

1 2 3 4 5
0.4 [1.320(11) [4.743 (12) [10.36(13) |15.87(21) | 18.93 (14)
2/3 (2,234 (11) [9.575(12) |16.76 (21) |24.66 (13) [27.06 (22)
1.0 [3.369 (11) [17.41 (12) {19.37 (21) |28.29(22) | 51.32(13)
1.5 |15.026(11) [21.54(21) [37.72(12) |55.49 (31) | 60.88 (22)
2.5 |8.251 (11) [29.65(21) |64.76 (31) |199.21 (12) | 118.3 (41)

a/b

" 12
A~ 72 {GY + @) G} + 2/ b)([3,3; + 2v(H;H,; - 33 )]}

Gi=0, G>=1.25, G3=2.25, Gy = k-1/2 , k=4,5..
Hi=0, H>=1.165, H1 =4.346, Hy = (k-3/4)°(1-2[(k-3/4)n]"), k=4.5,..
51=0.3040, J=2.756,5 =7.211, Ji = (k-3/4)’(1+3[(k-3/4)n]"), k=4.5,

Modo de vibragéo 2 e (i) v=03
| 2 3 4 S
04 [2.692(12) {6.503(13) |12.64 (14) |15.34 (21) [ 17.51 (22)
2/3 14481 (12) (13.01(13) [15.67 (21) |20.37 (22) |30.55(14)
1.0 [6.648 (12) [15.02(21) [25.49(22) |26.13 (13) |48.71 (31)
1.5 [9.850 (12) [15.01 (21) [34.03 (22) |48.33 (31) | 55.07 (13)
2.5 11494 (21) (16.24 (12) [48.84 (31) |52.09 (22) |97.23(32)
2 2G4 @/ b)* G} + 2/ b (1) + 2v(HH, - 13}
G, H;, Ji docaso9. Gj,Hj,J; docaso1.

a/b




Caso 11

Caso 12

F

a/b

Modo de vibragao

2 e

(ij)

v=0.3

1

By

3

4

5

0.4

3511 (11)

4.786 (12)

8.115(13)

13.88 (14)

21.64 (21)

2/3

3.502(11)

6.406 (12)

15.54 (13)

20.04 (21)

26.07 (22)

1.0

3.492(11)

8.525 (12)

21.43 (21)

27.33 (13)

31.11 (22)

1.5

3.477(11)

11.68 (12)

21.62 (21)

39.49 (22)

53.88 (13)

2.5

3.456 (11)

17.99 (12)

21.56 (21)

57.46 (22)

60.58 (31)

Gl + (@l b)* G + 2 /b (33 + 2v(HH; - 33 )2
G;. H;. Ji.do caso 15. Gj. Hj, Jjdo caso 1.

2%=1878

a/b

Modo de Vibragao

2 oe

(ij) v=0.3

)

&

3

4

5

0.4

15.38 (11)

16.37 (12)

9.622 (13)

11.44 (14)

34.51 (15)

2/3

15.34(11)

17.95 (12)

20.74 (13)

22.35 (14)

49.84 (21)

1.0

15.29 (11)

20.67 (12)

24.43 (13)

35.02 (21)

56.62 (22)

1.5

15.22(11)

25.71 (12)

46.65 (21)

50.29 (22)

68.13 (13)

2.5

15.13(11)

37.29 (12)

60.14 (21)

71.48 (22)

103.1 (31)

a2 G +(a/b)* G +2(a/ b’ 1) +2v(HH; - 3,31
Gi. H;. Ji.do cas0 20. Gj. Hj. J; do caso 1.

a/b

Modo de Vibracao

aoe

(i)

v=0.3

1

5

3

4

5

0.4

3.854(11)

6.420 (12)

11.58 (13)

19.77 (14)

22.52(21)

2/3

4.425(11)

10.91 (12)

22.96 (21)

25.70 (13)

32.43(22)

1.0

5.364 (11)

19.17 (12)

24.77 (21)

43.19 (22)

53.00(13)

1.5

6.931 (11)

27.29 (21)

38.59 (12)

64.25 (22)

67.47 (31)

2.5

10.10 (11)

35.16 (21)

74.99 (31)

99.93 (12)

127.7 (22)

13 ~m G} +(a/b)* GY +2(a /b33, + 2v(HH; - 332

Gi. H;, Ji,do caso 15. Gj, H;, J;

33

do caso 9.

a/b

Modo de Vibragao

A e (ij) v=03

1

Y

3

4

5

0.4

22.35(11)

23.09 (12)

25.67 (13)

30.63 (14)

38.69 (15)

2/3

22.31(11)

24.31 (12)

31.70 (13)

46.82 (14)

61.57 (21)

1.0

22.27(11)

26.53(12)

43.66 (13)

61.47(21)

67.55(22)

1.5

22.21(11)

30.90 (21)

61.30 (21)

70.96 (13)

74.26 (22)

25

22.13(11)

41.69 (21)

61.00 (21)

92.38 (22)

119.9 (31)

A2 ~m{GY +(a/b)* G} +2(a /b (1), + 2v(HH; -3
Gi’ Hi’ Ji‘ do caso 3. Gj‘ Hj’ Jj dO caso 1
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Caso 15
F

-« a—rl
—» X

Caso 16
F —
C b
- o
s T T

Caso 17

S

| ——— 4 —
—> X

Caso 18
F

T —

|e——— a —>

a/b

Modo de Vibragao

2 oe (i) v=03

1

2

3

4

5

0.4

3.986 (11)

7.155(12)

13.10(13)

21.84(14)

22.90 (21)

2/3

4.985 (11)

13.29 (12)

23.38 (21)

30.26 (13)

34.24 (22)

1.0

6.942 (11)

24.03 (21)

26.68 (12)

47.78 (22)

63.04 (13)

1.5

11.22 (11)

29.90 (21)

52.62(12)

68.09 (31)

77.04 (22)

2.5

2491 (11)

44.72 (21)

81.88 (31)

136.5 (41)

143.1 (12)

A =1 {G] +(a/b) G} +2(a/b) (1] + 2v(HH; - 331"

Gi1=0.597, G2=1.494, G3=2.50, Gk = k-1/2, k=45..
H,=-0.087, H>=1.347, Hs = 4.658, Hi = (k-1/2)*(1-2[(k-1/2)x] "),

11=0.471, ;= 3.284, J3 = 7.842, Jx = (k-1/2)*(1+2[(k-1/2)n]"),

a/b

Modo de Vibragao

W2 e (ij) v=0.3

1

5

3

4

S

0.4

22.54(11)

24.30(12)

28.34(13)

35.35(14)

45.71 (15)

2/3

22.86 (11)

27.97 (12)

40.68 (13)

62.31 (21)

62.70 (14)

1.0

23.46 (11)

35.61 (12)

63.13 (21)

66.81 (13)

77.50 (22)

1.5

24.78 (11)

53.73(12)

64.96 (21)

97.26 (22)

124.5 (31)

25

28.56 (11)

70.56 (21)

114.0 (12)

130.8 (31)

159.5 (22)

A2 ~m*{G} +(a/b)* G} +2(a/ b)[J; + 2v(H;H; - 3,3, )"
Gi, H;,J; docaso 3. Gj,Hj,J; docaso 9.

a/b

Modo de Vibragao

e (ij) v=03

1

2

3

4

5

0.4

15.65 (11)

17.95 (12)

22.90 (13)

30.89 (14)

42.11 (15)

2/3

16.07 (11)

2245 (12)

36.70 (13)

50.70 (21)

57.91 (22)

1.0

16.87 (11)

31.14 (12)

51.63(21)

64.04 (13)

67.65 (22)

1:5

18.54 (11)

50.44 (12)

53.72 (21)

88.80(22)

108.2 (31)

2.5

23.07(11)

59.97 (21)

112.0(12)

115.1 (31)

153.2 (22)

M~ {G] +(a/b) G +2(a /by (1) + 2v(H;H; - 1T}

G;. H;. J;, caso 20.

Gj. H;j. J; caso 9.

a/b

Modo de Vibragéo

A oe

(i) v=03

1

2

3

4

5

0.4

15.70 (11)

18.37 (12)

23.99 (13)

32.18 (14)

44.86 (15)

2/3

16.29 (11)

24.20 (12)

40.70 (13)

50.82 (21)

59.07 (22)

1.0

17.62 (11)

36.05 (12)

52.07 (21)

71.19 (22)

74.35(13)

1.5

21.04 (11)

55.18 (21)

63.18 (12)

99.01 (22)

109.2 (31)

2.5

33.58 (11)

66.61 (21)

119.9 (31)

150.8 (12)

187.6 (22)

A2 {G] +(a/b) G +2(a /b)) + 2v(HH; - 1"
G;, H;, J;. do caso 20. Gj, Hj, J;,do caso 15
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Caso 19
F

Modo de Vibraga 2 ij =
alb odo de Vibragao A~ e (ij) v=03

1 2 3 -+ 5

0.4 |22.58 (11) [24.62(12) |29.24 (13) [37.06 (14) | 48.28 (15)

_'T 2/3 [23.02(11) |29.43 (12) [44.36 (13) [62.42(21) | 68.89 (14)
1.0 [24.02 (11) [40.04 (12) [63.49 (21) |76.76 (13) | 80.71 (22)

Cb 1.5 |26.73 (11) [65.92(12) |66.22(21) [106.8 (22) | 125.4 (31)

2.5 [37.66 (11) |76.41 (21) [135.2(31) [152.5(12) | 193.0 (22)

- F (G +(a/b) G + 2(a/ b)* [T + 2v(HH, - 132

Caso 20
S

A
> Gi, H;, Ji.do caso 3. Gj. Hj, J;, do caso 15.

Modo de Vibragéo A e (i) v=03
| 2 3 4 5
0.4 |16.85(11) |21.36(12) [29.24 (13) |40.51 (14) |51.46 (21)

a/b

— 2/3 [19.95 (11) [34.02(12) |54.37 (21) [57.52(13) | 67.81 (22)

T 1.0 127.06 (11) {60.54 (21) [60.79 (12) [92.86 (22) | 114.6 (13)
S b 1.5 [44.89 (11) |76.55(21) [122.3(12) |129.3 (31) | 152.6 (22)
2.5 [105.3 (11) |133.5(21) [182.7(31) |253.2(41) |321.6(12)

— W ~n}G! +@a/b)G} +2(a/b)?1 3,
N Gy =k+1/4,k=123., H=l;

X

ln

Caso 21
S

Ji= 1.165, 1o=4.346, J5 =9.528, Ji = (k+1/4)’(1-[(k+1/4)x]"), k=4,5.

a/b Modo de Vibragao 22 e (ij) v=03

1 2 3 + 5

0.4 [23.44(11) [27.02(12) |33.80 (13) |44.13 (14) | 58.03 (15)

T 2/3 |125.86 (11) [38.10(12) {60.33 (13) |65.62(21) | 77.56 (22)

1.0 [31.83(11) [63.35(12) [71.08 (21) [100.8 (22) | 116.4 (13)

chb 1.5 [48.17 (11) [85.51 (21) [124.0(12) [144.0 (31) | 158.4 (22)

2.5 [107.1 (11) |139.7(21) [194.4 (31) |270.5 (41) | 322.6 (12)

A= (G +(@/b)* G} +2(a/b)? 13,312
| G;, H;, Ji.do caso 3. Gj, J;.do caso 20.

Fonte: Blevins (2016).
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ANEXO B - FREQUENCIAS NATURAIS DE PLACAS RETANGULARES

Caso 1 — Placa ortotropica

retangular

b

-t

a4 —al

=X

Caso 2 — Grelha de vigas
intercaladas

Caso 3 — Placa com reforgos em
‘uma direcéo

¥ E,I
b *b
‘/
b
—>la ||« I#“
hl< a >l

A SIMEtrico

. 28
HILILILILLILIL, Reforgo

A > Ll= g | unilateral

Caso 4 — Placas corrugadas

T

ORTOTROPICAS

h? E,h?

)y = ————
T 12(1=vyvy)

‘X

Dy =2,
12(1-vyvy)

X
D, = (}\]mull" /12, D‘-\ = D\V}. + 2Dy, Gypear = Modulo de cisalhamento
E, e v, sdo os modulos de elasticidade para tensGes e deformagdes

nas direces x e Y, respectivamente. v, e v sdo os coeficientes
de Poisson associados.

D, =E,I, /b, D,=Eyl,/a
-" 2 F‘;;C.u F'bcb _  despreza rigidez a
D,, =2Dy = +—2—b () desprezaric
) 3b| zal torsdao da viga

indices a e b referem-se aos reforcos horizontais e verticais,
respectivamente. Para placas com reforcos nas duas diregdes,
adicionar casos 1 e 2.

Para reforco simétrico (bilateral):

oy i3 :
D, - Eh . D= Eh . . Eulp
12(1-v°) T 12(1-v) a,
3
D,, =2D, 7L‘1
: 12(1 =v°)

Para reforco unilateral ( I, calculado conforme secéo)

Eah’ El
D, = . 55 Dy=—%,
12(a; —t+t(h/H)") a,
Eh’ EC, constante de tor¢do da nervura,

e ——
12(1+v) a,

Xy

ver Tabela 4.15 da ref.

Eh’ a Eh® s s 1+rr:H:

» -
A :
Y 12(1-vY)s

D, = ”"H' [1 B T}

As ondulagBes séo ondas de seno, 1, .

=

“12(1+v)a’a 412
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Caso 5 — Placas reforgadas com

fibra
E |h (E, NI, -
D\ = 3 —_’+‘ —<"|J— 'DX)' :(D‘D).) ~E3~Eh:ﬁbl'a
vE 1-v*|12 \E b,
:::i:::;":: _,. :"'::Eb \
T o P P E |1
:::i’:::.'; ..::5:::5.1',::{;‘* D,\ {] |\_—1J'l:| = Vptaca
< a _Hdl"_;|\"d. fibras 1, Ib:momento de inércia das fibras em torno do plano médio
[ & 8 8 5 | h

Fonte: Blevins (2016).
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